Lista 1

Zadanie 1. Pokaz, ze Z, istnieje element odwrotny, tj. dla kazdego a € Z, réznego od 0 istnieje a~! takie
ze a-a~' = 1. Mozesz to zrobi¢ wedlug nastepujacego schematu:

e dla ustalonego a # 0 rozwaz a, 2a,3a, ..., (p — 1)a;
e pokaz, ze elementy w tym ciggu sa niezerowe i rézne;

e wywnioskuj z tego, ze a ma element odwrotny w Z,,.

Zadanie 2. Rozwazmy zbiér wszystkich (nieskoriczonych) ciagéw o elementach w R. Definiujemy dodawanie
takich ciagéw po wspodlrzednych, tak samo mnozenie przez skalar, tj.:

(a1,a2,...)+ (b1,ba,...) = (a1 + b1,a2 + ba,...), «alai,ag,...)=(aai,aas,...) .

Jest to przestrzen liniowa, gdzie 0 to ciag zlozony z samych 0. Dla podanych ponizej podzbioréw tej prze-
strzeni liniowej okresl, ktore z nich sg podprzestrzeniami liniowymi, a ktére nie. Odpowiedzi uzasadnij.

(a) Zbiér ciggéw (a1, as,...) takich, ze dla kazdego n > 3 mamy a, = n - an_1 +n? - a,_o.

(b

) (
(¢) Zbiér ciagéw (c1,ca,...) takich, ze dla kazdego n > 3 mamy ¢, = ¢p—1 - Cp—2.
(d) (

Zadanie 3. Niech V — przestrzen liniowa nad F oraz W, W’ <V beda jej podprzestrzeniami.

Pokaz, ze WNW oraz W + W’ sa odpowiednio: najwicksza przestrzenig liniows zawarta w W i W’ oraz
najmniejsza zawierajaca W i W.

Pokaz tez, ze dla przestrzeni liniowych V,V’ nad tym samym cialem F, iloczyn kartezjanski V x V’
z dodawaniem i mnozeniem po wspétrzednych, jest przestrzenia liniowa nad F.

Zbiér ciagéw (b1, ba, . ..) takich, ze dla kazdego n > 2 mamy b, = 3-b,—1 + 2" — 1.

Zbior ciagbéw (dy,ds, . ..) takich, ze skoniczenie wiele liczb sposréd di, da, . .. jest dodatnia.

Zadanie 4. Sprawdz, czy nastepujace podzbiory R" sa podprzestrzeniami liniowymi:
1. {(a,b,c) € R3:5a+ 2b = 0}

2. {(a,b,c) € R?:2a —c =0}

3. {(a,b,c) €R3:5a+2b=2a—c=0}
4. {(a,b) € R? : |2a| + |b] = 0}

5. {(a,b) € R? : |2a| + |b| = 0}

6. {(a,b) € R?: |2a| + |b| = 1}

7. {(a,b) € R? : |2a| — |b| = 0}

8. {(a,b) € R? : |2a|] — |b| = 1}

9. {(a,b) € R?: |ab| = 1}

10. {(a,b) € R? : ab=a}

Zadanie 5. Pokaz, ze nastepujace zbiory funkcji
{f e R® : zbi6r {r : f(r) # 0} jest przeliczalny}
{f € R® : f ma skoriczenie wiele wartosci}
sa podprzestrzeniami liniowymi RE.

Zadanie 6. Pokaz wprost z definicji, ze: U jest zbiorem liniowo zaleznym wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje
w nim wektor u € U, taki ze
LIN(U) = LIN(U \ {u}).

Pokaz tez, ze jedli U nie zawiera wektora zerowego 0, to sa przynajmniej dwa takie wektory w.
Zaneguj obustronnie te réwnowazno$¢, aby uzyskaé charakteryzacje zbioru liniowo zaleznego.

Zadanie 7. Niech V|, przestrzen liniowa nad cialem F, U = (vi,vy...,v) bedzie ukladem wektoréw z V,
za$ aq,...,qx € F ciag skalaréw, takich ze o1 # 0. Pokaz, ze

k
LIN ({Zaivi,vg ... ,vk}> = LIN ({v1,v2...,v%}).
=1



Zadanie 8. Przedstaw wektor w jako kombinacje podanych wektoréw vy, ve, ..., vx (lub uzasadnij, ze to
niemozliwe), nad cialem R:

L ow=(L5),v ( 1), v2 = (2, )-

2. w = (5,10, 11) =(1,2,3), v = (0,3,2), v3 = (1,1,1).

3. w=(5,10,11), v; = (1,2,3), v = (0,3,2), v3 = (1,8,7).
4. w=(4,17,18), v1 = (1,2,3), va = (0,3,2), v3 = (3,9,11).

Zadanie 9. Rozwazmy przestrzen Zg (zbidr trzyelementowych ciagéw elementéw z Zg, nad ciatem Zgz). Ile
wektoréw nalezy do LIN((1,2,1),(2,1,1))? A ile do LIN((1,2,1),(2,1,2))?

Zadanie 10. Pokaz réwnowazno$é¢ nastepujacych warunkow (dla B = {vq,ve, ..., v }):

Zbiér B jest liniowo niezalezny.

Wektor 0 ma dokladnie jedno przedstawienie w postaci kombinacji liniowej wektoréw ze zbioru B.

Pewien wektor z LIN(B) ma dokladnie jedno przedstawienie w postaci kombinacji liniowej wektoréw
ze zbioru B.

Kazdy wektor z LIN(B) ma najwyzej jedno przedstawienie w postaci kombinacji liniowej wektoréw z
B.

Zaneguj powyzsze warunki, aby uzyskaé charakteryzacje zbioréw liniowo zaleznych.

Zadanie 11 (* Nie liczy sie do podstawy). Niech M bedzie zbiorem skoniczonym. Na zbiorze jego podzbioréw
M okreslamy operacje:
U+U :=UAU', 1-U=U, 0-U=0,

gdzie A oznacza réznice symetryczna, tj. UAU’ = (U \ U') U (U"\ U). Pokaz, ze tak okreslony zbiér jest
przestrzenia liniowa nad Zs.

Niech Ui, Us,...,Ur C M sg takie, ze dla kazdego i zbiér U; nie jest podzbiorem sumy pozostalych
zbiorow, tj. U; € U4, Uj. Pokaz, ze Uy, Uy, ..., Uy sa liniowo niezalezne.



