Lista 2

Zadanie 1. Czy nastepujace uklady wektoréw sa liniowo niezalezne (nad R)? Rozszerz ich maksymalny
podzbiér niezalezny do bazy.

1. (1,1,0),(0,1,1),(1,1,1),(1,0,1);

2. (0,1,2),(1,1,1), (1,1,1);

3. (1,0,1,0),(1,2,0,1),(0,2,1,1),(0,0,1,1);

4. (1,0,1,0),(0,2,0,2),(1,1,0,0), (0,0,2, 1).
Zadanie 2. Uzasadnij, ze ponizsze zbiory wektor6w sa liniowo niezalezne (w odpowiednim R™), rozszerz je
do bazy (odpowiedniego) R™:

e (2,2,7,-1),(3,-1,2,4),(1,1,3,1);

o (2,3,—4,-1),(1,-2,1,3);

e (2,3,5,-4,1),(1,-1,2,3,5).
Zadanie 3. Rozwazamy przestrzenie nad R. Niech v1,vs, ..., v, bedg liniowo niezalezne. Dla jakich wartosci
a € R zbiory wektorow

o {av + v2,v1 + ave}

o {v +v2,v2 + V3,03 4+ V4gy..., Up_1 + Up, Uy + U1}
sa liniowo niezalezne?
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Zadanie 4. Zalézmy, ze dla przestrzeni liniowych W, W’ (bedacych podprzestrzeniami V) zachodzi
dim(W + W) = 1+ dim(WN'W’) .

Udowodnij, ze suma W + W’ jest jedna z przestrzeni W, W', a przecigcie W N W—druga.

Zadanie 5. Niech U, W, W’ < V. Udowodnij zawieranie:
UNW)+(UNW)<UN(W+ W)

Pokaz, ze jesli W < U to w zachodzi réwnosé obu stron zawierania.

Zadanie 6. Wyraz w bazach B = {(1,2,3);(0,1,2);(0,0,1)} oraz C = {(1,-1,2);(0,1,1);(0,—1,1)} wek-

tory
e (1,0,0)
e (0,1,0)
e (0,0,1)
e (7,3,2)
e (—2,1,5)
e (3,-2,1)

Zadanie 7. Wyznacz wymiary LIN(S) N LIN(T) oraz LIN(S) + LIN(T") dla
e 5={(1,2,0,1),(1,1,1,0)}, T = {(1,0,1,0),(1,3,0,1) };
e S={(2,-1,0,-2),(3,-2,1,0),(1,-1,1,-1)}, T ={(3,-1,-1,0),(0,—-1,2,3), (5,—2,—1,0) }.

Zadanie 8 (* Nie liczy sie do podstawy.). Uwaga: w tym zadaniu nie mozna korzysta¢ z twierdzenia o

rownolicznosci baz ani z lematu o wymianie.
Uzywajac eliminacji Gaufla udowodnij nastepujace twierdzenie:

Jesli B = {by,...,bx} jest baza przestrzeni liniowej V, to zbiér liczacy k + 1 wektoréw jest liniowo zalezny.
W tym celu wyraZz wektory vy, ...,vx+1 W bazie B i przeprowadZ na tej reprezentacji eliminacje Gaufa.
Wywnioskuj z tego twierdzenia, ze kazde dwie bazy przestrzeni skonczenie wymiarowej sa réwnoliczne.



Zadanie 9. Niech W < V bedg przestrzeniami liniowymi, zas U C V. Udowodnij, ze nastepujace warunki
sg rOwnowazne:

1. istnieje wektor u € V, taki ze U = u + W,
2. istnieje wektor v € U, taki ze U = u + W;
3. dla kazdego wektora u € U zachodzi U = u + W.

Udowodnij tez réwnowazno$¢ ponizszych warunkéw:
1. istnieje wektor u € V, taki ze U — u jest przestrzenia liniowa;
2. istnieje wektor u € U, taki ze U — u jest przestrzenia liniowa;

3. dla kazdego wektora w € U zbiér U — u jest przestrzenia liniowa.

Zadanie 10. Niech W < V bedzie podprzestrzenia liniowa, za$ U i U’ jej warstwami. Pokaz, ze
U=U" Tub UNU =0 .
Mozesz skorzystaé¢ z Zadania 9, nawet jesli nie potrafisz go udowodnié.

Zadanie 11. Niech V bedzie przestrzenig liniowa, za$ U i U’ warstwami jakich$ (niekoniecznie takich samych)
podprzestrzeni V.
Pokaz, ze przeciecie U N U’ jest puste lub jest warstwa (jakiej$ podprzestrzeni).



