Lista 2

Zadanie 1. Czy nastepujace uklady wektoréw sa liniowo niezalezne (nad R)? Rozszerz ich maksymalny
podzbiér niezalezny do bazy.

1. (1,1,0),(0,1,1),(1,1,1),(1,0,1);

2. (0,1,2),(1,1,1), (1,1,1);

3. (1,0,1,0),(1,2,0,1),(0,2,1,1),(0,0,1,1);
4. (1,0,1,0),(0,2,0,2),(1,1,0,0), (0,0,2,1).

Rozwigzanie Zauwazmy, ze uklad wektoréw (1,1,0),(0,1,1),(1,1,1),(1,0,1) nie moze byé¢ niezalezny,
bo ma 4 wektory w 3-wymiarowej przestrzeni. Sprawdzmy, ze pierwsze 3 wektory sg liniowo niezalezne:

110, 110
01 13 Wy 1 1
111 00 1

Te wektory sa w postaci schodkowej, czyli sa liniowo niezalezne.
Sprawdzmy teraz (1,0,1,0),(1,2,0,1),(0,2,1,1),(0,0,1,1):

1 01 0 1 010 1 0 0 -1 00 0 =2
1 20 1G-M@W36B 1 20 1@®-208,1-@9 1 00 1 w-=100 1
0 2 11 01 00 010 O 01 0 O
0 0 1 1 00 11 0 0 1 1 00 1 1

I ten uklad jest niezalezny (po przestawieniu wektoréw jest w postaci schodkowej).



Zadanie 2. Uzasadnij, ze ponizsze zbiory wektor6w sa liniowo niezalezne (w odpowiednim R™), rozszerz je
do bazy (odpowiedniego) R™:

e (2,2,7,-1),(3,-1,2,4),(1,1,3,1);

e (2,3,—-4,-1),(1,-2,1,3);

e (2,3,5,—4,1),(1,-1,2,3,5).

Rozwigzanie Rozwazmy drugi przyktad.

2 3 -4 -1 @®w-=220 7 -6 -7
1 -2 1 3 1 -2 1 3

Ten uktad jest liniowo niezalezny. Aby rozszerzy¢ go do bazy, wezmy np. Eg, Ey.

0o 7 -6 -7
1 -2 1 3
0 0 1 O
0 0 0 1

Ten uklad jest w postaci schodkowej, ma 4 elementy, taki sam jak wymiar przestrzeni, czyli jest baza.
(Zauwazmy, ze brakujac elementy bazy zawsze mozna dobraé z bazy standardowej.)



Zadanie 3. Rozwazamy przestrzenie nad R. Niech v1,vs, ..., v, beda liniowo niezalezne. Dla jakich wartosci
a € R zbiory wektorow

o {avy + v2,v1 + ava}

o {v] +v2,v2+ V3,V3 4+ V4y...,Up_1 + Up, Uy + QU1 }

s liniowo niezalezne?
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Rozwigzanie W pierwszym podpunkcie, odejmijmy « razy drugi wektor od pierwszego, uzyskujemy w
ten sposob
{(1- 042)112, v + aua}
Jesli a € {—1,1}, to ten uklad jest liniowo zalezny, czyli byl tez ten oryginalny. W przeciwnym wypadku
(nowy) uktad jest liniowo niezalezny: mozemy pomnozy¢ pierwszy wektor przez (1 — a?)~! i odjaé o raz od
drugiego, uzyskujac uktad {vg,v;}, ktéry jest niezalezny. Czyli réwniez oryginalny uklad byl niezalezny.

W drugim podpunkcie przytnijmy naszg przestrzen do generowanej przez vy, ..., v, i wyrazmy wektory
w bazie vy, ..., v,. Uzyskane wektory mozna zapisa¢ jako (puste ola oznaczaja 0):
1 1
1 1
1 1
« 1

Nastepnie odejmujemy od n — 1-szego wiersza n-ty

a 1

Potem od n — 2-go n — 1-szy, n — 3-go n — 2-gi itd., az od drugiego odejmiemy trzeci, uzyskujac

1 1
(-1)"2a 1
—« 1
«o 1

tj. w i-tym wierszu (dla ¢ > 1) mamy

i1—te miejsce
W ostatnim kroku od drugiego wiersza odejmujemy (—1)"2a razy pierwszy, otrzymujac

1 1
0 1—(-1)"2a

—a 1

« 1
Jedli 1 — (=1)"2a = 0 ( <= a = (—1)") to uklad jest zalezny (bo drugi wiersz to 0), w przeciwnym
przypadku mozemy odjaé¢ od pierwszego wiersza wielokrotnos¢ drugiego, by uzyskaé¢ postaé¢ schodkows,
czyli uktad wektoréw liniowo niezaleznych.



Zadanie 4. Zalézmy, ze dla przestrzeni liniowych W, W’ (bedacych podprzestrzeniami V) zachodzi
dim(W + W) = 1 + dim(W N W’) .
Udowodnij, ze suma W + W’ jest jedna z przestrzeni W, W’ a przecigcie W N W—druga.
Rozwigzanie Przypomnijmy, ze

dim(W + W) = dim(W) 4+ dim(W') — dim(W N'W’)

Poréwujac z zaleznoscig w tresci dostajemy
dim(W) + dim(W') — dim(WNW') = 1 + dim(W N W’)
Po przeniesieniach
dim(W) + dim(W') — 1 = 2dim(W N'W’)

Zauwazmy, ze

dim(WNW') < dim(W)
dim(WNW') < dim(W)

Wymiar jest liczba naturalna, gdyby wiec dodatkowo zachodzito

dim(WNW') < dim(W) + 1
dim(WNW') < dim(W') + 1

to mieliby$my
2dim(W N W) < dim(W) + dim(W’) + 2
co jest sprzeczne z wczedniejsza obserwacja. Czyli w przynajmniej jednym przypadku mam rownosé, tj.

dim(WNW) = dim(W) lub
dim(WNW') = dim(W')

Zauwazmy teraz, ze jesli V' <V oraz dim(V’) = dim(V) to V/ = V: bo baze V' mozna rozszerzy¢ do bazy
V, a obie sg tej samej mocy. Czyli dostajemy, ze

WNAW =W lub
WNnw =wW

CO ozZnacza

W <W lub
W< W



Zadanie 5. Niech U, W, W’ <V. Udowodnij zawieranie:
(UNW)+(UNW)<UN(W+ W)
Pokaz, ze jesli W < U to w zachodzi réwnos¢ obu stron zawierania.
Rozwigzanie Zauwazmy, ze suma przestrzeni wektorowych jest monotoniczna po obu argumentach, tj.

A<A B<B — A+B<A+B

co wynika wprost z definicji: A+ B ={a+b : a € A,b € B} i kazda suma postaci a + b, gdzie a € A,b € B
jest tez w A’ + B’ bo A< A',B< B
Przechodzac do tresci zadania: zauwazmy, ze z jednej strony:

UNW)<U,(UNW)<U = (UNnW)+UNW)<U+U=U

Jednoczesnie

UNW)<W (UNW)<W = (UNW)+(UNW)<W+W
YLaczac te dwa zawierania dostajemy
UNW)+ (UNW)<UN(W+W)

Przechodzac do drugiego punktu: przyjrzyjmy sie lewej stronie, tj. (UNW)+(UNW'). Uzywajac zalozenia
mozna, to uprosci¢ do

UNW)+(UNW) =W+ (UNW)
Rozwazmy dowolny wektor z prawej strony, tj.
UN(W+wW)

jest on postaci w + w’, gdzie w € W,w’ € W, jednoczeénie w + w’ € U. Zauwazmy, ze skoro w € U, to
réwniez —w € U i w takim razie w’' = w +w’ —w € U. Czyli w’ € W NU. I w takim razie

w+w €W+ (WNU)



Zadanie 6. Wyraz w bazach B = {(1,2,3);(0,1,2);(0,0,1)} oraz C = {(1,-1,2);(0,1,1);(0,—1,1)} wek-
tory

Rozwigzanie Wyrazmy wektor E; = (1,0,0) w bazie B, oznaczmy by = (1,2,3),52 = (0,1,2),53 =
(0,0,1). Jesli (E1)p = (o, B,7) to
a-bi+pB-bo+v-b3=F

Co sprowadza si¢ do ukladu réwnan
law 40-8 +0-v =1

2-a +1-8 40-7v
3-a +2-8 +1-v = 0

7 pierwszego réwnania dostajemy « = 1, wtedy z drugiego 8 = —2 oraz z trzeciego v = 1. Czyli
(1,0,0)p = (1,-2,1)
Uzywajac analogicznego podejscia pokazujemy, ze
(0,1,0)p = (0,1,—2) (0,0,1)p = (0,0,1)
Korzystajac z tego, ze reprezentacja w bazie jest homomorfizmem, mamy:

(7,3,2)3 =7- (El)B + 3(E2)B + 2(E3)B
:7-(1,—2,1)—1—3'(1,—2,1)+2-(0,0,1)
= (10,—167 12)

Pozostate przyktady liczymy w podobny sposob.



Zadanie 7. Wyznacz wymiary LIN(S) N LIN(7T") oraz LIN(S) + LIN(T") dla
e 5={(1,2,0,1),(1,1,1,0)}, T = {(1,0,1,0),(1,3,0,1) };
e S=1{(2,-1,0,-2),(3,-2,1,0),(1,-1,1,-1)}, T ={(3,-1,—-1,0),(0,-1,2,3), (5,—2,—1,0) }.

Rozwigzanie W pierwszym przyktadzie widaé, ze oba uklady sa liniowo niezalezne — wystarczy od
jednego wektora odja¢ drugi, by dosta¢ uktad w postaci schodkowej. Czyli

dim(LIN(S)) = dim(LIN(T)) = 2

Zobaczmy teraz, ile jest wektoréw niezaleznych w S UT":

1 2 01 1 2 01 1 0 01
111 0@w-m111 0@w-—24,2-41 01 0
— —_————

1 010 1 010 1 010
1 3 01 01 00 01 00

Uktad jest zalezny, bo drugi i trzeci wiersza sg takie same. Jednoczesnie pozostate wektory sa niezalezne
(postaé schodkowa). Czyli
dim(LIN(SUT)) =3

W takim razie

dim(LIN(S N T)) = dim(LIN(S)) 4 dim(LIN(T)) — dim(LIN(SUT)) =242 -3 =1 |



Zadanie 8 (* Nie liczy sie do podstawy.). Uwaga: w tym zadaniu nie mozna korzysta¢ z twierdzenia o

réwnolicznosci baz ani z lematu o wymianie.
Uzywajac eliminacji Gaufla udowodnij nastepujace twierdzenie:

Jesli B = {b1,...,b;} jest baza przestrzeni liniowej V, to zbiér liczacy k + 1 wektoréw jest liniowo zalezny.
W tym celu wyraz wektory vy, ...,vp+1 W bazie B i przeprowadz na tej reprezentacji eliminacje Gaufla.
Wywnioskuj z tego twierdzenia, ze kazde dwie bazy przestrzeni skonczenie wymiarowej sa rownoliczne.



Zadanie 9. Niech W < V bedg przestrzeniami liniowymi, zas U C V. Udowodnij, ze nastepujace warunki
sg rOwnowazne:

1. istnieje wektor u € V, taki ze U = u + W,
2. istnieje wektor v € U, taki ze U = u + W;
3. dla kazdego wektora u € U zachodzi U = u + W.

Udowodnij tez réwnowazno$¢ ponizszych warunkéw:
1. istnieje wektor u € V, taki ze U — u jest przestrzenia liniowa;
2. istnieje wektor u € U, taki ze U — u jest przestrzenia liniowa;

3. dla kazdego wektora w € U zbiér U — u jest przestrzenia liniowa.



Zadanie 10. Niech W <V bedzie podprzestrzenia liniowa, za$ U i U’ jej warstwami. Pokaz, ze
U=U b UNU =0.
Mozesz skorzystaé¢ z Zadania 9, nawet jesli nie potrafisz go udowodnié.

Rozwigzanie Niech U, U’ beda warstwami podprzestrzeni W.
Rozwazmy przeciecie U N U’. Jedli jest puste, to teza jest spelniona. Jedli nie jest, to niech ¥ € U NU’.
Wtedy zgodnie z Zadaniem 9 mamy

U=7+W
U=0+W

Zauwazmy, ze
UnuU' = @+W)n T+ W)
wprost z definicji sumy tatwo sprawdzi¢, ze
(T+W)N(@+W)=v+W

Co daje teze.



Zadanie 11. Niech V bedzie przestrzenia liniowa, zas§ U i U’ warstwami jakich$ (niekoniecznie takich samych)
podprzestrzeni V.
Pokaz, ze przeciecie U N U’ jest puste lub jest warstwa (jakiej$ podprzestrzeni).

Rozwigzanie Rozwazmy przeciecie U NU’. Jedli jest puste, to teza jest spelniona. Jegli nie jest, to niech
v € UNU'. Wtedy zgodnie z Zadaniem 9 mamy

U=v+W
U=0+W

dla odpowiednich przestrzeni liniowych W, W’ < V. Zauwazmy, ze
UnuU' = @+W)n 7+ W)
wprost z definicji sumy latwo sprawdzi¢, ze
T+W)N(T+W) =7+ (WnNW)

Wiemy, ze WNW <V jest podprzestrzenig, i tym samym U N U’ jest warstwa przestrzeni W N W’.



