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4.8 Jeszcze o eliminacji GauBa

Lemat 4.33. Jesli macierz M jest odwracalna, to przy uzyciu eliminacji Gaufla (na wierszach lub
kolumnach) mozna doprowadzié jg do macierzy przekatniowej (bez zer na przekgtnej).

Uzywajge eliminacji Gaufla zaréwno na wierszach jak i na kolumnach mozna dowolng macierz
kwadratowq przeksztalci¢ do macierzy przekgtniowej. Ponadto, mozna najpierw wykonaé wszystkie
operacje na wierszach a potem na kolumnach (lub odwrotnie).
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Lemat 4.33 mozna zinterpretowaé¢ jako mnozenie macierzy elementarnych.

Lemat 4.34. Kazda macierz odwracalng A wymiaru n X n mozna przedstawic jako iloczyn (pewnej
liczby) macierzy elementarnych Co wiecej, macierze D;, mogq byc ostatnie lub pierwsze.

Kazdg macierz A wymiaru n < n mozna przedstawic jako iloczyn (pewnej liczby) maczerzy ele-
mentarnych oraz macierzy postaci D, o (lub jednej macierzy przekatniowej). J ¢

Dowod pozostawiamy jako ¢wiczenie. 1 ]
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Rozdziat 5

Przeksztatcenia liniowe | macierze
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46 ROZDZIAL 5. PRZEKSZTALCENIA LINIOWE I MACIERZE

5.1 Wyrazanie przeksztatcenia liniowego w bazie

Definicja 5.1 (Macierz przeksztatcenia w bazie). Dla przestrzeni liniowych V., W, przeksztalcenia li-
niowego F' : "7 — W oraz By, By: baz odpowiednio V oraz W, gdzie By = {v;,...,v,} oraz
By = {wy, ... w,} macierz Mg, g, (F) (macierz przeksztalcenia F wyrazona w bazach By i By) to

macierz zadana Jako
= [(£@))= !( F(v2))y |- [(E(vn))y] - v
F) Bw 1‘ -7 s 1---V,
Jest to macierz roz 1aru m X n.

Fv, e
Uwaga. Zwykle W = V oraz By = By . Ponadto, dla V =F"i W = ]Fm bazami s azy x

standardowe. B, = t1-. km Bw:= by / g

Uwaga. Zauwazmy, ze to formalizuje doktadnie pomyst z poczatku rozdz1alu M L_

Przyktad 5.2. Rozwazmy przeksztalcenie F' : R® — R? okreSlone jako: F(x,vy, z ) = (x+y, P 2).

Wtedy jego macierz w bazach standardowych dla R? oraz R? to T B < -
F(E )= (1.0 ) =&,6 @

n—>F B F (v My
Lo EHIZ FH m® Fg)= (2,1) - BW =5, L
M= F(Fs) (O ’:l) E, (0403

Rozwazmy to samo przeksztatcenie w bazach {(1 (0,1,1), 1 1,0)} oraz {(1,1), (1 —1 )} We
tory {(1,1,1),(0,1,1),(0,1,1)} zostana przeksztal’cone na odp 'i%dmo

( ? )“ -
(2,0), (1,0),(2,1) ¥ ‘4 ¢ (x"‘%], 2

ktére wyrazajg sie w bazie {(1,.1),(1,.—1)} jako 't(vi T_(v ) ;E{V3>/
t\E 1 1 I'(\/_,_) F/411)~(? 0)
Bg‘(\;ﬁ% ] E:v,\) F(o,az)(%§
%4 >

NP’WE’E ]:o o 1 o @> _ (?’4) FM-:ZO)-(Z\.F
V\VW‘Q,W (ﬂ’ ! 1\41.(1) (4 Ex,/—(O,gs N 2" 7( 1)
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Lemat 5.3. Niech F : V — W: przeksztalcenie oraz By, By bedq bazami odpowiednio V oraz W,
gdzie By ={vy,..., v} oraz By = {wy, ..., Wy . Wtedy dla kazdego wektora v € V:
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Rozumowanie to przenosi si¢ na macierze oraz na iloczyn macierzy, ktory odpowiada sktadaniu
przeksztatcen liniowych.

Lemat 5.4. Niech V,V' V" bedqg przestrzeniami liniowymi o bazach B,B',B", za§ F : V — V',
F' V' — V" przeksztalceniami liniowymi. Wtedy

Mg (F'F). = Mpigi(F") - Mg (F),
e B % 2 A B“
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Lemat 5.5. Niech F' : V — W bedzie przeksztalceniem liniowym zas By, By dowolnymi bazami V
oraz W. Wtedy
I'k(F) = l'k(A\[BV,B“v (F))

L¥: F©o = F LM':,L
A ()= e (M)
\l

\
i VL Luba Az U o,

dim b (F)= oons Tne F
V:\_ SRV baflo.,
Fvy)--- P(\/M) W 6 broys
M (BY = dbann ( LINC B (v) - F(WL))
= Lwbe Um. e wetldbavar aposrol,

a)-- Flon)

= u\rb{)o- u./vx . Aot M(J‘A/{W Afow

E( g, (Fowud), CWV))

Uetamy M‘W BVBM/”:)
= e (Mgigu ( B))
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5.2 Macierz zmiany bazy

Jedng z rzeczy, ktora mozemy w ten sposéb wyrazié, jest macierz zmiany bazy: chcemy mie¢ w miare
jednolity sposob na przejécia z macierzy w jednej bazie do macierzy w innej bazie.

Definicja 5.6 (Macierz zmiany bazy). Dla baz B, B" przestrzeni wektorowej V macierz zmiany bazy
miedzy B a B" Mpp to macierz Mpp (1d).

=
Lemat 5.7. Dia baz B’ oraz B = vy, ..., v, macierz zmiany bazy zadana jest jako

Mpp = [(v)p|(v2) |-+ |(vn)Br] -

e @ (.\"Q: | C'VQ)B' | K Vz) B/l“" | [\/M)
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Lemat 5.8. Niech F' : V. — W bedzie przeksztalceniem liniowym, By, By, bazami V zas By, By,

bazami W. Wtedy 7z, ~
Mg, By, (§) = MB’WBW(MB\(,E&L(F)]E{B&B%'
' e, T
W szczegdlnodci dla dwich uStetewnyeft baz B, B’ danepprzestrzeni mamy \/

(o M =10 2 B/

I = NBR' MB'B

tzn. sq to macierze odwrotne.
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Uwaga. NajczeSciej bedziemy zajmowacé si¢ przypadkiem, gdy W =V i By = By i By, = Byy,.

Przyktad 5.9. W R3 rozpatrzmy baze standardowq@ir z)bazg B: |11, 0], [1]. o 1 ©
0,1 1
tedy( vl VB by °o 1
(L @ bs) 110 0,5 ¢0,5 0,5
DE z)E 3IE Mpp = |1 0 1|, Mpg = |[0,5 {—0,5 0,5 M (Hx
011 — o505 o5 BB
Mozna tatwo sprawdzié, ze - VAN - - (U
MppMpp = 1d (Vi \é)ﬂ' (2"4)?
Rozpa}“rzmy przeksztalcenie F', (wyrazone w bazie standardowej) jako B= ‘/7— b VAN
A (! A n)l 0 !
3_(4*11,«11 © 400
o o Mpp(F)=|-1 5 1
-1 15
Mg (F)
Wtedy
0,5 0,5 —0,5][4 0 0][1 10
=105 —-0,5 05| |—-1 5 1/|1 0
0,5 0,5 0,34 -1 1 5] |0 1
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Wyznacznik

//

6.1 Wyznacznik

Wazna funkcja na macierzach: wyznacznik. Uogdlnienie objetosci (ale ze znakiem).

Jakie wlasnodci powinna mieé¢ objetosé na zbiorze n_wektoréw vy, vq, ..., v, z F w FZ_(det :
(F")" — F): Ak ( Vi | - ,viN> M(M) H LVJ,l-”,|%J
@ (W1) (liniowosé) jest funkcja wielo-liniowa, tj. liniowa dla kazdej kolumny: V C ]’F “
- ciet?vl,v% . ,Zl vi+1, ooy Up) = atlet(vy, Vg, e, Vi1, Uiy Vi, - e Up)
det(vy,va, ..., 01, 0; +, Vigly -, Up) = det(vg,va, ..., 01, vi-,-;iﬂ, )
+ det(vy,vg, . .. 7'[}1‘_1772-,_111‘_}_17 CeyUn)

W szczegdlnosci

det(vl,UQ, vy Ui, O,Ui+1, ce ,Un) =0

©® (W2) zastapienie v; przez v; + Z#i Q;;v; nie powinno zmienia¢ wartosci

det(vy, v, ..., vi_1,v; + Zajvj,viﬂ, Cey ) = det(’U1,Ug,<,Ui_]_,vi7vi+]_, CeyUn)
\.j-éi/\/‘-‘ -—

Pl
¢ (W3) zamiana kolejnosci dwéch wektoréw zmienia znak (objeto$é ze znakiem) 1 >
2 1

det(vl, R ,Un) = — det(vl, ey Vi—1, V5, Vi1, - o053 V=1, Vg Vg1 - - ,Un>
e (W4) na macierzy identycznosciowej to jest 1

det(1d) = 1 Ad‘(L';, é?,__, E ):1

Jest to tak zwana ,aksjomatyczna definicja wyznacznika”.

Lemat 6.1. Jest dokladnie jedna funkcja spetniajgca warunki Wi-Wj.
Il araemae —> Po'('”\/\« (_,.."71@4%
. \A/g_"\NL/ CLLA/W/\AJO‘@ %,O(M/‘a«a <
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Definicja 6.2 (Wyznacznik). Wyznacznik macierzy kwadratowej det(A)

= |A|. To jedyna funkcja
spehiajaca warunki W1-W4. Oznaczamy go tez przez przez |A. -

Q G,
L
7 e = . - - Q '; c 4y
6.2 Wtasnosci i metody obliczania wyznacznika
Fakt 6.3. Proste wilasno$ci wyznacznika

/7 Lﬂv
[ J@Sll V; = l{j to det<U1>U27 .. ,Un) = 0

e Dla macierzy trojkgtnej jest to iloczyn elementow na grzekgtne;.
e O
o det(A) £0 < TIm(A) =n

Definicja 6.4 (Minor macierzy). Minorem macierzy M nazywamy kazda macierz uzyskana poprzez
usuniecie z M pewnego zbioru wierszy i kolumn.

Zwyczajowo A; ; to macierz powstata z A poprzez usunigcie i-tego wiersza oraz j-tej kolumny.
Definicja 6.5 (Dopetnienie algebraiczne). Dopelnienie algebraiczne elementu a; ; t .dct A; ;)

Fakt 6.6 (Rozwiniecie Laplace'a). Dla macierzy kwadratowej A =

e ‘l 1\i+7
det(A) LJ\ 1)""a;; det(A; ;)
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Rozwinigcie Laplace’a pozwala nam na podanie konkretnych wzoréw na wyznacznik macierzy
2 x 2 oraz 3 X 3.

Przyktad 6.7 (Obliczanie matych wyznacznikéw). Latwo obliczyé, ze wyznacznik macierzy 2 x 2, zadanej
jako [a b] to
c d s — qo(_ éc

\N:ad—bc .
o (1)

W przypadku macierzy 3 x 3 mozemy z/astosowaé metode Sarrusa. 244
—f Ce ("L) o I["]I

%\?‘3 - oLLf' (/L\'LC

&

12 L 1-
2 0 2~ <
<7 o
Twierdzenie 6.8 (Cauchy). 1 =~ T -1

det(A- B) = det(A) -det(B) . = -2 _+ 2-9 = @—L:

Dowdéd. Teza tatwo zachodzi, jesli |[A| = 0 lub |B| = 0: odpowiada to sytuacji, w ktérej rk(A) < n
lub rk(B) < n. A wtedy tez rk(AB) < min(rk(A),rk(B)) < n. Czyli |[AB| = 0.
W dalszym dowodzie mozemy zaktadaé, ze macierze sa rzedu n. W takim razie zgodnie z Lema-
tem 4.34 B mozna przedstawi¢ jako iloczyn macierzy elementarnych.
Pokazemy najpierw, ze
|AB| = |A[- B,

gdzie B jest macierzg elementarna.

e Macierz Tj;: przez zamianeg i-tej i j-tej kolumny dostajemy Id, czyli jej wyznacznik to —1.

Jednoczesnie przemnozenie A przez T;; zamienia miejscami 2 kolumny, czyli zmienia znak
wyznacznika na przeciwny.

e Macierz Id +al;;. PrzemnozZenie przez ta macierz dodaje wielokrotnos¢ kolumny do innej ko-
lumny, czyli zgodnie z definicja nie zmienia wartosci wyznacznika.

Jednoczesnie w Id +al;; dodajac do j-tej kolumny « razy i-ta usuwamy niezerowy element
poza przekatna, otrzymujac Id. Czyli |Id +al;;| = 1.

e Macierz D, przemnaza i-ta kolumne « razy, jednoczesnie |D;,| = a.

Ale to jest proste, bo odpowiada to operacji elementarnej (kolumnowe) na macierzy A.
Wracajac do dowodu. Przez indukcje tatwo stwierdzamy, ze dla dowolnej A mamy

ATLE| = AT 1B

gdzie kazda z F; jest macierzg elementarng. Podstawiajac A < Id oraz B = [, F; dostajemy

|IdHEi = [ []I&] -

Lewa strona to |B| a prawa []; | E;|, czyli wracajac do gtéwnej réwnoscei:

4B] = AT £

= AT I
— |A||B] . 0
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