
Lista 5
Zadanie 1 (* Nie liczy się do podstawy). Pokaż, że każdą macierz odwracalną A wymiaru n × n można
przedstawić jako iloczyn (pewnej liczby) macierzy elementarnych. Co więcej, macierzeDiα mogą być ostatnie
lub pierwsze.

Pokaż też, że każdą macierz A wymiaru n× n można przedstawić jako iloczyn (pewnej liczby) macierzy
elementarnych oraz (jednej) macierzy przekątniowej.

Wskazówka:Skorzystajzfaktu,żeużywająceliminacjiGaussamożnasprowadzićmacierzodwracalnądo
macierzydiagonalnej.Zinterpretujteoperacjejakomnożeniemacierzyiodwróćkolejneoperacje.Dlamacie-
rzynieodwracalnejskorzystajzfaktuużywającegojednocześnieeliminacjinakolumnachiwierszach,potem
postępujpodobnie.

Zadanie 2. Wyznacz macierze poniższych przekształceń w bazie standardowej odpowiedniego Rn:
• (x1, x2, x3) 7→ (x1, x1 + 2x2, x2 + 3x3);
• obrót przestrzeni R2 o kąt α (w lewo, tj. przeciwnie do ruchu wskazówek zegara);
• symetrii R2 względem prostej zadanej równaniem y = 2x.

Zadanie 3. Niech V będzie przestrzenią wielomianów o współczynnikach z R i stopnia najwyżej 3. Rozważmy
układy wektorów x0, x1, x2, x3 oraz x0, x0 +x1, x0 +x1 +x2, x0 +x1 +x2 +x3. Udowodnij, że są one bazami.
Zapisz macierz przejścia między tymi bazami.

Rozważmy przekształcenie F : V → V zadane jako F (f) = f ′ + 2f ′′ + f ′′′, gdzie ′ oznacza pochodną.
Wyznacz macierz tego przekształcenia w dwóch podanych powyżej bazach.

Zadanie 4. Podaj macierze zmiany bazy pomięzy każdą z par poniższych baz:
• baza standardowa w R3;
• [1, 1, 1]T , [1, 1, 0]T , [1, 0, 0]T ;
• [1, 1,−1]T , [1,−1, 1]T , [−1, 1, 1]T .

W poniższych zadaniach rachunkowych pomocne mogą być następujące fakty, których nie zdażyłem
pokazać na wykładzie (dowody za tydzień)
Fakt .1. • det(A) = det(AT ).
• Przemnożenie wiersza macierzy przez α zwiększa wartość wyznacznika α razy.
• Dodanie do wiersza macierzy wielokrotności innego wiersza nie zmienia wyznacznika.
• Wyznacznik macierzy z zerowym wierszem jest równy 0.
• Wyznacznik jest funkcją wieloliniową wierszy.
• Zamiana dwóch wierszy miejscami zmienia znak wyznacznika na przeciwny.

Zadanie 5. Oblicz wyznaczniki:∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
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Zadanie 6. Oblicz wyznaczniki:∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 5 3 5 −4
3 1 2 9 8
−1 7 −3 8 −9
3 4 2 4 7
1 8 3 3 5
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Zadanie 7. Na wykładzie podany był dowód rozwinięcia Laplace’a dla pierwszej kolumny. Uogólnij ten
dowód na dowolną kolumnę i wiersz, tj. pokaże, że dla dowolnego j zachodzi

det(A) =
n∑
i=1

(−1)i+jai,j det(Ai,j)

oraz dla dowolnego i zachodzi

det(A) =
n∑
j=1

(−1)i+jai,j det(Ai,j),

gdzie Ai,j jest minorem powstałym przez wykreślenie z macierzy A jej i-tego wiersza oraz j-tej kolumny.

Wskazówka:Wystarczytranspozycjaizamianakolumn.

Zadanie 8. Rozważmy macierze A wymiaru n×n, C wymiaru m×m, B wymiaru m×n i macierz wymiaru
n×m złożoną z samych 0 (zapiszmy ją jako 0). Wtedy notacja[

A 0
B C

]

oznacza macierz uzyskaną poprzez zestawienie obok siebie odpowiednich macierzy (tj. macierz A wypełnia
lewy górny róg, macierz B lewy dolny, macierz C prawy dolny a macierz 0 prawy górny). Pokaż, że

det(M) = det(A) · det(C) .

Wskazówka:WystarczyeliminacjaGaußa.

Zadanie 9. Liczby 144228, 532270, 257567, 209270, 289017, 519792 są podzielne przez 17. Udowodnij, że∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
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5 3 2 2 7 0
2 5 7 5 6 7
2 0 9 2 7 0
2 8 9 0 1 7
5 1 9 7 9 2
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też dzieli się przez 17. W miarę możliwości — bez obliczania tego wyznacznika.

Wskazówka:Z17imetodaeliminacji.

Zadanie 10. Niech

A =


a b c d
b −a d −c
c −d −a b
d c −b −a

 .

Oblicz AAT i jej wyznacznik. Wywnioskuj z tego, ile wynosi det(A).

Zadanie 11. Oblicz wyznacznik ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 10 100 1000 10000 100000
0, 1 2 30 400 5000 60000
0 0, 1 3 60 1000 15000
0 0 0, 1 4 100 2000
0 0 0 0, 1 5 150
0 0 0 0 0, 1 6
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