Lista b

Zadanie 1 (* Nie liczy sie do podstawy). Pokaz, ze kazda macierz odwracalna A wymiaru n X n mozna
przedstawi¢ jako iloczyn (pewnej liczby) macierzy elementarnych. Co wigcej, macierze D;, moga by¢ ostatnie
lub pierwsze.

Pokaz tez, ze kazda macierz A wymiaru n X n mozna przedstawi¢ jako iloczyn (pewnej liczby) macierzy

elementarnych oraz (jednej) macierzy przekatniowej.
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Zadanie 2. Wyznacz macierze ponizszych przeksztalcen w bazie standardowej odpowiedniego R™:

o (71,m2,73) = (T1,21 + 272,72 + 373);

e obrét przestrzeni R? o kat a (w lewo, tj. przeciwnie do ruchu wskazéwek zegara);

e symetrii R? wzgledem prostej zadanej réwnaniem y = 2x.

Zadanie 3. Niech V bedzie przestrzenia wielomianéw o wspdlczynnikach z R i stopnia najwyzej 3. Rozwazmy
uktady wektoréw z0, z!, 22, 23 oraz 29, 20 4+ 21, 20 + 2! + 22, 2% + 2! + 22 + 23. Udowodnij, ze sa one bazami.
Zapisz macierz przejscia miedzy tymi bazami.

Rozwazmy przeksztalcenie F : V — V zadane jako F(f) = f' + 2f" + f", gdzie ' oznacza pochodna.
Wyznacz macierz tego przeksztalcenia w dwoch podanych powyzej bazach.

Zadanie 4. Podaj macierze zmiany bazy pomiezy kazda z par ponizszych baz:
e baza standardowa w R3;
e [1,1,1)7[1,1,07, [1,0,0]T;
o [1,1,—-1)7[1,-1,1]",[-1,1,1]T.

W ponizszych zadaniach rachunkowych pomocne moga byé¢ nastepujace fakty, ktérych nie zdazylem
pokazaé¢ na wykladzie (dowody za tydzien)

Fakt .1. o det(A) = det(AT).

o Przemmnozenie wiersza macierzy przez a zwieksza wartosé wyznacznika o razy.

Dodanie do wiersza macierzy wielokrotnosci innego wiersza nie zmienia wyznacznika.

Wyznacznik macierzy z zerowym wierszem jest rowny 0.

Wyznacznik jest funkcjq wieloliniowg wierszy.

Zamiana dwoch wierszy miejscami zmienia znak wyznacznika na przeciwny.

Zadanie 5. Oblicz wyznaczniki:

1 9 3 4 5 1 al as an
0 9 8 7 6 1 a1 +b as Qn
11 12 13 14 15/, |1 @ axtb ... a
20 19 18 17 16 : : : ‘ :
21 22 23 24 25 1 a as ... ap+by,

Zadanie 6. Oblicz wyznaczniki:

1 5 3 5 -4

4 -2 0 5
3 1 2 9 8

3 2 =2 1
-1 7 -3 8 -9,

-2 1 3 -1
3 4 2 4 7 5 3 6 _3
1 8 3 3 5



Zadanie 7. Na wyktadzie podany byl dowdd rozwiniecia Laplace’a dla pierwszej kolumny. Uogdlnij ten
dowo6d na dowolng kolumne i wiersz, tj. pokaze, ze dla dowolnego j zachodzi

n

det(A) = Z(—l)H—jai’j det(Am)
i=1

oraz dla dowolnego ¢ zachodzi
n

det(A) = Z(—l)i+jai,j det(4; ),

j=1
gdzie A;; jest minorem powstalym przez wykredlenie z macierzy A jej i-tego wiersza oraz j-tej kolumny.
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Zadanie 8. Rozwazmy macierze A wymiaru n x n, C' wymiaru m x m, B wymiaru m X n i macierz wymiaru
n x m zlozona z samych 0 (zapiszmy ja jako 0). Wtedy notacja

x

oznacza macierz uzyskana poprzez zestawienie obok siebie odpowiednich macierzy (tj. macierz A wypelnia
lewy gérny rég, macierz B lewy dolny, macierz C' prawy dolny a macierz 0 prawy gérny). Pokaz, ze

det(M) = det(A) - det(C) .
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Zadanie 9. Liczby 144228, 532270, 257567, 209270, 289017, 519792 sa podzielne przez 17. Udowodnij, ze

1 4 4 2 2 8
5 3 2 2 70
2 575 67
209 270
289017
51 9 7 9 2

tez dzieli sie przez 17. W miare mozliwosci — bez obliczania tego wyznacznika.
‘IfoeurwIge epojel 1 LIy :pymoznys M

Zadanie 10. Niech

a b c d
b —a d -—c
A= ¢c —d —a b

d ¢ —-b —-a
Oblicz AA” i jej wyznacznik. Wywnioskuj z tego, ile wynosi det(A4).
Zadanie 11. Oblicz wyznacznik

1 10 100 1000 10000 100000
0,1 2 30 400 5000 60000
0,1 3 60 1000 15000
0,1 4 100 2000
0 01 5 150
o 0 01 6
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