Lista 7

Zadanie 1. Udowodnij, ze jesli A1, g, ..., Ak sa réznymi wartosciami wlasnymi macierzy M, to suma (mno-
gosciowa) baz przezstrzeni Vy,,...,V,, jest zbiorem liniowo niezaleznym.

Wywnioskuj z tego, ze Vy, N LIN(UY_, Vy,) = {0}.
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Zadanie 2. Znajdz wartosci wlasne i odpowiadajace im wektory wlasne dla podanych przeksztalcen linio-
wych:

b L((IIZ, Y, Z)) - (21‘ - 97079 + 2)7

o L'((z,y,2)) = (0,0,y);

o L'(z,y,2) = (y+ z,2 + 22,0).
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Zadanie 3. Pokaz, ze jedli A\? jest wartoécig wlasna macierzy M?, to M wa wartoéé wiasna A lub —\.
(@ +D0)(q—1) = ;9 — ;0 DymozvysH)

Zadanie 4. Rozwazmy macierz kwadratowa M oraz jej macierz transponowang M’ . Udowodnij, ze M oraz
MT maja te same wartoéci wlasne oraz ze dla ustalonej wartodci wlasnej A
e jej krotnoéci algebraiczne dla M oraz M7 sa takie same;

e jej krotnosci geometryczne dla M oraz M7 sg takie same.

(V)M = (V)2 “(;V)3ep = (V)P 0ymozvys

Zadanie 5. Znajdz wartosci wlasne, ich krotnosci algebraiczne i geometryczne dla ponizszych macierzy:

7T =12 6 2 -1 2 0 10
10 —-19 10/, 5 -3 3|, -4 4 0
12 -24 13 -1 0 -2 -2 1 2

Dla jednej z wartosci oblicz odpowiadajace wektory wiasne.

Zadanie 6 (* Nie liczy sie do podstawy). Udowodnij, ze dla macierzy kwadratowych A, B wielomiany cha-

rakterystyczne macierzy AB oraz BA sa takie same.
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Zadanie 7. Niech A : V — V bedzie przeksztalceniem liniowym. Pokaz, ze ker A oraz Im A sg przestrzeniami
niezmienniczymi A.

Zadanie 8 (Klatka Jordana). Klatka Jordana wymiaru n x n to macierz postaci

A 1 0 0 - 0]
ox 1 0 --- 0
oo x 1 --- 0
oo 0 --- X 1
00 0 -+ 0 Al

Pokaz, ze ma ona dokladnie jedng warto$¢ wlasng A o krotnoéci algebraicznej n oraz krotnosci geometrycznej
1.

Zadanie 9. Niech w bedzie wielomianem o wspoétczynnikach rzeczywistych. Pokaz, ze dla liczby zespolonej
o mamy w(@) = w(a) (gdzie = to sprzezenie).

Wywnioskuj z tego, ze jesli w ma pierwiastek zespolony f3, to 3 tez jest pierwiastkiem tego wielomianu.

Wywnioskuj z tego, ze jesli macierz o wspélczynnikach rzeczywistych (traktowana jako macierz o wspot-
czynnikach zespolonych) ma zespolong warto$¢ wlasna 3, to ma tez wartosé wlasna .

Udowodnij, ze w tym przypadku, jesli wektor o wspdlczynnikach zespolonych vV = [v1, .. .,vn]T jest
wektorem wilasnym dla zespolonej wartosci wlasnej 3, to vV = [T1,... ,EL]T jest wektorem wilasnym dla
zespolonej wartoéci wlasnej f3.



Zadanie 10. Udowodnij, ze iloczyn dwéch macierzy kolumnowo stochastycznych (dodatnich) jest macierza
kolumnowo stochastyczna (dodatnia).

Zadanie 11. Niech Mj, ..., M} beda macierzami kolumnowo stochastycznymi (dodatnimi) oraz as, ..., ag
sa liczbami nieujemnymi, spelniajacymi ), a; = 1. Pokaz, ze
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tez jest macierza kolumnowo stochastyczna (dodatnia).



