Lista 8

Uwaga. Rozwiazujac zadanie na licie mozesz korzystaé z twierdzen bedacych poprzednimi zadaniami, nawet
jesli nie potrafisz ich udowodnic.

Uwaga. Na tej lidcie wiekszo$¢ (wszystkie?) zadania mozna udowodnié dla macierzy stochastycznych trak-
towanych jako macierze liczb zespolonych (w szczegélnosci: przeksztalcajacych wektory liczb zespolonych).
Wystarczy, ze pokazesz zadania dla liczb rzeczywistych. Jesli jednak w dalszym zadaniu potrzebujesz stwier-
dzenia dla liczb zespolonych, mozesz z niego skorzystac.

Zadanie 1. Niech A bedzie macierza stochastyczna. Pokaz, ze dla wektora 1%
AV ]y < [[V]1

Zadanie 2. Niech A bedzie macierzg stochastyczng dodatnia a Vi bedzie przestrzenia wektoréw wlasnych
dla wartosci wlasnej 1. Pokaz, ze Vi N'V_g = {0} oraz V; + V_o = V.
(Dla przypomnienia: V_g to podprzestrzeri wektoréw o sumie wspétrzednych réwnej 0.)

Zadanie 3. Niech A bedzie macierza stochastyczna. Pokaz, ze zachowuje ona sume wspotrzednych, tzn. dla

wektora (vy,...,v,)T niech (wi,...,w,)T = A(vy,...,v,)T pokaz, ze
n n
Zvi = Zwi .
i=1 i=1

Wywnioskuj z tego, ze Vg jest przestrzenia niezmiennicza A.

Zadanie 4 (* nie liczy sie do podstawy). Niech A bedzie dodatnia macierza stochastyczna. Pokaz, ze war-
tos¢ wlasna 1 ma krotnosé algebraiczng 1 dla A.
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Zadanie 5. Niech A bedzie macierzg kolumnowo stochastyczng. Pokaz, ze A nie ma wartosci wlasnej o

module wiekszym niz 1.
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Zadanie 6. Niech A bedzie dodatnig macierza kolumnowo stochastyczna. Pokaz, ze A nie ma wartosci
wilasnej —1.
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Zadanie 7. Niech A bedzie dodatnia macierzg kolumnowo stochastyczna, potraktujmy ja jako macierz liczb
zespolonych. Pokaz analogicznie do dowodu na wyktadzie, ze jesli A ma (zespolona) wartos¢ wlasna o module
1, to wektor wlasny tej wartosci wiasnej jest postaci aV, gdzie oo € C oraz V> 0. Wywnioskuj z tego, ze A
ma jedynie rzeczywiste wartosci wlasne o module 1.

Zadanie 8. Rozpatrzmy klatke Jordana J dla |A| < 1 (nad liczbami zespolonymi). Pokaz, ze lim, oo J"
to macierz zerowa. Granice rozumiemy tutaj punktowo, tj. macierz J*° = lim, .~ J", jesli dla kazdego 1, j
granica limy, oo (J"); ; istnieje oraz (J*); ; = limp 00 (J™)i ;-
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Zadanie 9. Wywnioskuj z Zadan 4-8, ze dla dodatniej macierzy stochastycznej A oraz dowolnego wektora
1% spelniajacego Y, v; = 1 granica limg_, ARV to wektor wlasny dla wartosci wlasnej 1.

Mozesz skorzysta¢ bez dowodu z ciagtosci mnozenia macierzy, tzn. dla macierzy M, By,en, C odpowied-
nich rozmiaréw jesli lim,, .o, B, istnieje, to

Jim MB,C =M (Jlim B.)C.
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Zadanie 10. Rozwazmy graf o wierzchotkach {1,2,3,4} i krawedziach skierowanych 1 — 2, 1 — 3, 1 — 4,
2—-3,2—-24,3—=>1,4— 1,4 — 3. Jak wyglada znormalizowana macierz sasiedztwa tego grafu? Oblicz
PageRank tego grafu dla m = 0, 25.

Zadanie 11. To zadanie pokazuje, ze iteracyjna metoda obliczania PageRanku zbiega wykladniczo szybko.
Niech A bedzie macierz stochastyczna (niekoniecznie dodatnia!) rozmiaru n x n a P macierza stocha-
styczna n X n postaci

11 1
T 1 1
n n n

pP= _
11 1
n n n

Dla liczby rzeczywistej 0 < m < 1 niech M, oznacza macierz
My, =(1—m)A+mP .
Pokaz, ze dla wektora V € V_g zachodzi

1M Vil < (1 =m)|[ V1 -
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