Lista 9

Zadanie 1. Niech (-, -) bedzie standardowym iloczynem skalarnym na R™, tj. dla wektoréw o = [v1, va, ..., vn]",
i = [ug,ug,. ..Uy’
<ﬁ, '17> = Zuivi .

i=1

Pokaz, ze

(Formalnie (i, @) jest liczba, a u”v macierza, ale staramy si¢ ignorowaé takie drobnostki.)

Wywnioskuj z tego, ze dla dowolnej macierzy M zachodzi
(@, M%) = (M"@,7)

Zadanie 2. Niech M bedzie macierza symetryczna (tj. M = M7T) wymiaru nxn a (-, -) bedzie standardowym
iloczynem skalarnym na R™. Pokaz, ze

(u, Mv) = (Mu,v)
(mozesz skorzystaé z Zadania 1).

Wywnioskuj z tego, ze jesli A # X sa réznymi wartoSciami wlasnymi macierzy symetrycznej M o wek-
torach wlasnych @ oraz ¢, to (¥,v") =0, tj. ¥ i ¥ sa prostopadle.

Zadanie 3. Niech (-,-) bedzie standardowym iloczynem skalarnym na F" (nie zakladamy, ze F to R albo C,
moze to by¢ tez cialo skonczone).
Definiujemy dopelnienie ortogonalne dowolnego U C F™ tak jak poprzednio, tj.

Ut ={GeF" :VYaieU (@7 =0} .

Pokaz, ze
Ut <F" .

Ponadto, dla podprzestrzeni W < F" pokaz, ze

dimWt =n —dimW .

W tym celu dla ustalonej bazy o1, ..., przestrzeni W okreslmy macierz M jako M = [¢]---|Uk] i rozpa-
trzmy przeksztalcenie liniowe
v MTT .
Wywnioskuj z tego, ze
Wht =w .
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Zadanie 4. Rozpatrzmy przestrzen liniowa wielomianéw o wspotczynnikach rzeczywistych stopnia najwyzej
3. Zdefiniujmy iloczyn skalarny jako

1
p0) = [ pla)a(e)da .
Oblicz iloczyny skalarne <xi, xj> dla0<i<j<3.

Zadanie 5. Niech V bedzie przestrzenia liniowa z iloczynem skalarnym. Udowodnij, ze dla zbioru wektoréw
U C V zachodzi
Ut = (LIN(U))t  oraz (U)LY =LIN(U) .

Zadanie 6. Udowodnij, ze w przestrzeni V nad R z iloczynem skalarnym dla dowolnej pary wektoréw , /
zachodzi
|l =gl = (@-v)L(d+70) .

Zapewne znasz ten fakt jako ,,przekatne rombu sa do siebie prostopadte”.



Zadanie 7 (Macierz Grama). Zdefiniujmy macierz Grama ukladu wektoréw {vi,...,0;} w przestrzeni V
wymiaru k z iloczynem skalarnym jako

G({T1 -k }) = (0, T5) )i=1,... k-

—

Niech B = by,...,b, bedzie baza ortonormalna V. Zdefiniujmy macierz A = [(01)p | (¥2)5] ... | (Tk)B], tj.
macierz, ktérej j-ta kolumna to wektor z R" bedacy wyrazeniem v; w bazie B. Pokaz, ze

G{tn,..., o)) =ATA .

Korzystajac z tej reprezentacji udowodnij, ze
o det(G({71,...,Vx})) jest nieujemny
o det(G({¥1,...,0k})) = 0 wtedy i tylko wtedy, gdy {1,..., 0k} jest liniowo zalezny.

Komentarz: Zatozenie, ze wymiar przestrzeni i liczba wektoréw w ukladzie sg takie sama nie jest potrzebne,
ale utatwia rachunki.

Zadanie 8. Niech B = 1, ..., 9, bedzie baza ortonormalna V a ¥ € V dowolnym wektorem w V. Pokaz, ze

jedli (¥)g = (a1, ..., )T to
n
17 = | a2 .
i=1

Zadanie 9 (Nieréwno$¢ Bessela; rownos$¢ Parsevala). Niech {é, ..., €} beda ukladem ortonormalnym, tj.:
o Vi(e;, €)= 1;
(Nie zakladamy, ze jest baza).

Pokaz, ze dla dowolnego wektora v:

k

D l(E vy P < Jlulf*

i=1
Co wiecej, {€1,..., €} jest baza wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdego @' zachodzi réwnos¢.

Zadanie 10. Niech V bedzie przestrzenia liniowa z iloczynem skalarnym nad cialem R, zas V1,Vy <V jej
podprzestrzeniami (z tym samym iloczynem skalarnym). Pokaz, ze:

° Vl SVQ <~ V%ZV%‘,

o (Vi +Vo)t =Vi{nvy,

o (ViNVy)t =Vi+ Vs,
Zadanie 11 (* nie liczy sie do podstawy; w sumie tatwe, ale co§ musi mie¢ gwiazdke...). Niech V bedzie
przestrzenia liniowa nad R a (-,-) bedzie iloczynem skalarnym na tej przestrzeni. Niech B = by,...,b,

bedzie baza ortonormalng V a P : V — V rzutem prostopadlym na podprzestrzen jednowymiarowg W < V.
Pokaz, ze suma kwadratéw dltugosci rzutéw prostopadlych wektoréw z B na W wynosi 1, tj.:

n S o9
S OIIPh| =1 .
i—1
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