
Lista 10
Zadanie 1. Zdefiniujmy iloczyn skalarny na przestrzeni wielomianów jako

〈g, h〉 = 1
2

∫ 1

−1
g(x)h(x)dx .

Dokonaj ortonormalizacji (dowolnej) bazy przestrzeni wielomianów stopnia nie większego niż 2.
Zrzutuj prostopadle na tą przestrzeń wielomiany x3 oraz x3 − x2 + x− 1.

Wskazówka:Dodrugiejczęści:tojestrzut.Cowięcej,rzutjestprzekształceniemliniowym.

Zadanie 2. Uzupełnij do bazy a następnie zortonormalizuj podane układy wektorów:
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3 ,
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2
3).

Zadanie 3. Pokaż, że następujące przekształcenia są izometriami.
• obrót o kąt α na płaszczyźnie
• zamiana jednej ze współrzędnych (w bazie ortonormalnej) na przeciwną. (Przez „współrzędne” rozu-
miemy standardowe współrzędne Rn.)
• symetria względem podprzestrzeni

Przypomnienie: symetria względem W wyraża się jako 2PW − Id, gdzie PW to rzut na W.

Zadanie 4. Udowodnij, że złożenie izometrii jest izometrią.

Zadanie 5. Udowodnij, że jeśli M jest macierzą ortogonalną, to det(M) ∈ {−1, 1}. Wywnioskuj z tego, że
jeśli F jest izometrią, to detF ∈ {−1, 1}.

Zadanie 6 (Nierówność Hadamarda). Niech M będzie macierzą kwadratową a C1, . . . , Cn jej kolumnami.
Pokaż, że jeśli M jest macierzą ortogonalną, to

|det(M)| =
n∏
i=1
‖Ci‖ ,

gdzie ‖ · ‖ to długość w standardowym iloczynie skalarnym.
Następnie pokaż, że w ogólności (tzn. bez założenia, że M jest ortogonalna) zachodzi

|det(M)| ≤
n∏
i=1
‖Ci‖ .

Wskazówka:Wpierwszympunkcie:ilewynosidetM?Wdrugim:potraktujkolumnyMjakowektory
iprzeprowadźortonormalizację.Cosiędziejezestronaminierówności?

Zadanie 7. Sprawdź, czy podane poniżej macierze są dodatnio określone:

 1 2 0
−2 2 0
0 0 1

 ,
2 2 0

2 2 0
0 0 1

 ,
6 2 4

2 1 1
4 1 5

 ,


6 7 3 3
7 15 7 3
3 7 11 1
3 3 1 2

 .

Zadanie 8. Przedstaw poniższe macierze dodatnio określone w postaci BTB.3 2 1
2 4 1
1 1 1

 ,
1 0 0

0 4 0
0 0 9

 .

Wskazówka:Dlaprzypomnienia:jakomacierzBmożeszwziąćmacierzMEA,gdzieEtobazastandardowa,
zaśA:bazaortonormalna.



Zadanie 9. Pokaż, że:
• suma dwóch macierzy dodatnio określonych jest dodatnio określona;
• macierz odwrotna do macierzy dodatnio określonej jest dodatnio określona.

Zadanie 10. Niech M = (mi,j)i,j=1,...,n będzie macierzą dodatnio określoną. Udowodnij, że

|det(M)| ≤
n∏
i=1

mii .

Wskazówka:PrzedstawMjakoM=ATAiskorzystajznierównościHadamarda(dlaA).

Zadanie 11 (Nie liczy się do podstawy). Pokaż, że symetryczna macierz n×n liczb rzeczywistych jest dodatnio
określona wtedy i tylko wtedy, gdy ma same dodatnie wartości własne.

Wskazówka:Wiemy,żedlamacierzysymetrycznejsumakrotnościgeometrycznychjejwartościwłasnychto
n.RozpatrzmacierzGramadlabazyortogonalnej.


