Lista 14

Zadanie 1. Wyznacz najwiekszy wspdélny dzielnik par wielomianéw (o ile nie jest napisane inaczej: w R[z])
o 2% — 223 — 1922 + 82 + 60 oraz x* + 5a® + 522 — 5z — 6;
o ot + 2% + 222 + 20 oraz 2t + 223 + 222 + 7 (w Zs[z])
o f=aP+1 g=2+1(w ZyX] dla p—pierwszego).

W ktéryms z przyktadéw wyraz nwd jako kombinacje podanych wielomianow.
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Zadanie 2. Udowodnij uogdlnienia twierdzenia z wyktadu:
Niech f bedzie wielomianem nierozktadalnym a pyps . . . p; wielomianami w F[z] oraz f*|pips . .. pe. Wtedy
istnieja liczby ny, no, ..., ny, takie ze Y ; n; > k oraz dla kazdego i zachodzi f™|p;.

Zadanie 3. Pokaz, ze w F[z] zachodzi prawo skreslen: jesli f, g, h € F[z] spelniaja

f#0, fg=fh = g=h.
Zadanie 4. Korzystajac z tw. Bezout rozl6z ponizsze wielomiany z Zs|x| na czynniki nierozkladalne
x5+x3+m+1, :L“4+x3+x2+1, x5+1:2+3:, x4+x2+1, 4?4
Potraktuj powyzsze wielomiany jako wielomiany z Zg|x] i réwniez rozt6z je na czynniki nierozkladalne.
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Zadanie 5. Wielomian f ma reszte z dzielenia przez x — ¢y réwng ry oraz reszte z dzielenia przez x — co

réwna ro. Ile wynosi reszta z dzielenia f przez (v — c1)(x — c2)?
Wystarczy, ze zapiszesz zaleznosé na wspotczynniki tego wielomianu, nie musisz jej rozwigzywac.
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Zadanie 6. Niech f, g, ', ¢, a beda niezerowymi wielomianami z pierécienia wielomianéw F[z]. Zalézmy, ze
f=af oraz g = ag’.
e Jesli b =nwd(f',¢’), to ile wynosi nwd(f, g)?
e Jesdli W', 1’ sg ilorazem oraz reszta z dzielenia f’ przez ¢, to ile wynosi iloraz, a ile reszta z dzielenia f
przez g7

Zadanie 7. Dane sa dwa niezerowe wielomiany f, g € F[x] o wspdlezynnikach z ciata F. Zalézmy, ze f = f'f”
oraz nwd(f’,g) = 1. Celem zadania jest pokazanie, jak odtworzy¢ reprezentacje nwd(f, g) jako kombinacji
wielomianéw f, g z analogicznych reprezentacji dla f”, g oraz f’, g.

e Pokaz, ze nwd(f,g) = nwd(f”,g).

e Niech nwd(f”,g) = af” + bg oraz 1 = nwd(f’, g) = ¢f’ + dg dla odpowiednich wielomianéw a, b, ¢,d €
Flz]. Wyraz nwd(f, g) jako kombinacje wielomianéw f, g; kombinacja ta zapewne bedzie uzywaé wie-
lomianéw a, b, c,d, f'.

Zadanie 8. Podaj wszystkie nierozkladalne wielomiany stopnia 2 oraz 3 w Zsg[z] oraz wszystkie nierozkla-
dalne wielomiany stopnia 2 nad Zs.

Zadanie 9. Celem tego zadania jest pokazanie, ze wielomiany nierozkladalne w R[z] sa stopnia najwyzej
2. Mozesz korzystaé z (nie tak prostego) twierdzenia, ze wielomiany nierozkladalne nad Clz| sa stopnia
najwyzej 1. W tym zadaniu utozsamiamy wielomian z jego wartosciowaniem a ¥ bedzie oznaczaé sprzezenie
(w C) liczby zespolonej z.

Ustalmy wielomian f € Rx].

e Pokaz, ze dla liczby zespolonej ¢ zachodzi f(¢) = f(c).

e Wywnioskuj z tego, ze jesli ¢ € C jest miejscem zerowym wielomianu f, to jest nim tez ¢.

e Pokaz, ze wielomian (z — ¢)(z — ¢) ma wspdlczynniki rzeczywiste.

Wywnioskuj z tego, ze jedli f jest nierozkladalny (w R[z]), to jest stopnia najwyzej 2.



Zadanie 10. Pokaz, ze dla liczby pierwszej p istnieje wielomian nierozkladalny stopnia 2 w Zj[x].
‘T erudo)s AURTIIOIM BU JRPREYZOI dUO s bzsnwi o7 ‘zemnez :[x]d7 m

¢ erudo)s AURTIOTOIM dURPRR]ZOI 9Ix)sAzsm zelo [z]d7 m g erudo)s AURTIIOPRIM STYISAZSM ZDI[7 :DYMOZDYS A

Zadanie 11. Niech F bedzie cialem za$ F[z] pierScieniem wielomianéw o wspoélczynnikach z tego ciala.
Udowodnij, ze kazdy wielomian f € F[z] da sie przedstawié¢ jednoznacznie (z dokladnoscia do kolejnosci
czynnikéw) w postaci f = ¢ f1 - fo- - fr, gdzie ¢ € F jest stala, a kazde f; € F[z] jest wielomianem

nierozkladalnym o wiodacym wspdlczynniku réwnym 1.
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Zadanie 12. Niech F bedzie cialem skoniczonym o n elementach. Pokaz, ze w F[x] prawdziwa jest zaleznos¢:

x”—x:H(x—a)

a€lF
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