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Rozdziat 1

Ciata, przestrzenie liniowe, liniowa
niezalezno$¢, eliminacja GaulBla

&
1.1 Ciata ": €
R @ C, 7 P= plorare
~/
Zp: {0 pm 3 =
“p @b) WD’O(p
tp (atb) amodp

e Mamormic o1 of 1l
/ Qf(étc\;Q°6_(&'C e-b >(o'& Q/Tél éfQ

leQLa OTQ1Q

a t < ol . Womy 2-4¢- 1
ot CGL = [ <« el ch@mwé Zl 6} =9
R T T

(0.9

Przyktad 1.1. Ciatami sa: liczby rzeczywiste (R), liczby wymierne (Q), liczby zespo-
lone (C), reszty modulo p (Z,) dla p — liczby pierwszej.

Poza Z, dzialania okreslamy w naturalny sposéb. W Z, dzialania -, oraz +,
okreslamy jako:

e a+,b=(a+0b)mod p
e a-,b=(a-b)modp

gdzie a mod p oznacza reszte z dzielenia a przez p. (Dla przypomnienia, b jest reszta
z dzielenia a € Z przez p, jesli 0 < a < p i istnieje liczba ¢ € Z taka ze bp + b = a).



10ROZDZIAE 1. CIALA, PRZESTRZENIE LINIOWE, LINIOWA NIEZALEZNOSC, ELIMINACJA GAUS

W ciele sg dwie operacje: mnozenie “-” i dodawanie “+”, sa one przemienne i
zachowuja sie tak, jak intuicyjnie oczekujemy. Sa tez dwa wyrdznione elementy 0, 1,
ktore w naszych przyktadach pokrywaja sie z tradycyjnie rozumianymi wyrdznio-
nymi 0 i 1 i majg te same wtasnosci, tj. 1 - = a oraz 0 + a = a.

W ciele przez —a rozumiemy element taki, ze o+ (—a) = 0 a przez a~! dla a # 0
(pisane tez jako é) taki, ze o - a”! = 1. W cialach R, Q, C oba te elementy wygla-
daja tak, jak si¢ spodziewamy, w Z, sytuacja jest troche¢ bardziej skomplikowana.
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1.2 Przestrzenie liniowe

O przestrzeni liniowej chcemy mysle¢, iz jest to uogélnienie R". O jej elementach
nazywamy wektorami i myslimy, ze sg to punkty w R", ale traktowane jako wektory,
tzn. mozemy je dodawac i mnozyc przez elementy z R, jest to mnozeme przez skalary.

Definicja 1.2. ZblOI@JeSt przestrzenig liniowg nad czaicm‘ esli:
+,.,0 1

1. W V okreslone jest dodawanie

+: Vxv >V [F
2. Dodawanie w V jest przemienne, tj.:
XV = VAR

3. [%odawanle w VvV Jest taczne:
lL-&\)"\% oy Cu&v)*t v = i*@‘t\ﬁ) /\,2%
W zwigzku z tym dodawanie w V zapisujemy bez nawiasow. Z/
= - O
4. W'V istnieje wyrdzniony Wekto ®) @
—2 - = _L
D~ = V+ 6 = 0
5. Dla kazdego elementu v € V* 1stn1eJe element,[g)rzecwvﬁy —v;

*
\/ T ”\/ 'ro \,7/ L’.‘;K

6. Zdefiniowane jest mnozenie (lewostronne) elementéw V przez elementy z F:

R AV VAN iy« L] K]

7. Zachodzi rozdzielno$¢ mnozenia Wzglgdem dodawama (skalarow):

@J&) v f(oéw(@

8. Zachodzi rozdzielnos¢ mnozenia Wzglgdem dodawama Wektorovv

O(J'(\?‘(u/ @'v) el - u)

9. Mnozenie jest lgczne: é{% @) :(\_;; .,z m. \\/>) g_%ﬁ]
U F

10. Mnozenie przez ,,jedynke” z ciata zachowuje wektor:
-2

1"_\77:; < ro\(ﬂbém(?

Elementy V nazywamy wektorami, zas elementy [F: skalarams.

7w oL B, ¢
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{ 2p
Przyktad 1.3. 1. R” {O} @% kazde nad odpowiednim cialem: R, C, do-

wolnym, Q, Z,.
IS

2. Zbiory funkcji: WZMOW lll’lkCJl 0 sk riczenie wielu (przeli-

czalnie wielu) warto$ciach niezerowych. {- {“\* (“

& {0 w (a)
Ale nie: zbiory funkcji o skonczenie wielu wartosciach rownych 1. fl(( =
¥ =
f(o)=-1

3.@®) C nad Q. % (¢ wad R R ot e = ¢
4. Zbiory ciggdédw nieskonczonych o wartosciach w R, Zp, ... (czyli zbiory funkcji

RN ZN o)

~ =

5. Zbiory ciggoéw skonczonych o wartosciach w R, Z,, . ..

. 00
0 A P S S

6. Zbiory wielomianéw o wspotezynnikach z [ nad F. Zbiory wielomianéw okre-
slonego stopnia. Zbiory wielomiandw zeruJ@cych &bw jakichs punktach.

aie

7. Punkty w R? spetniajace réwnanie 22 + y = 0. Punkty w R? spetniajace réw-
nanie 2x +y = 0,2 — y + 32 = 0. Ale nie Qw—l—y:@x—y—l—Sz:O.

Tez maja duzo oczekiwanych wtasnosci. Ly = & =L /- ol
AL 2-(r) {4y ) =0l
Fakt 1.4. 1. Viey0-7=0
2 VOLEF& t 6 = 6
3. Ve acFQ 0 < v=0"a=0

5. wektor przeciwny jest dokian\ WL

~=

> 2
vV < (-v M:O
6. wektor zerowy jest doktadnie jedem

> N >
O Vtw = o= O
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L
1.3 Podprzestrzenie liniowe y0 o p™ o e
& R, wt %,#l);o

Definicja 1.5 (Podprzestrzen liniowa). Dla przestrzeni liniowe] V' jej podzbior W C V
jest podprzestrzeniq lintowq, gdy jest przestrzenia liniowa nad tym samym ciatem i

dziatania sa okreslone tak, jak w V. Zapisujemy to jako W < V. (V
Taki zbiér musi by¢ nicpusty (ale moze zawiera¢ tylko 0). 1%

\Ifrzyk%ad 1.6. 1. cata przestrzen V jest swoja podprzestrzenia;

\W< v A\

> f/gvm}i/(ﬁ"&
2. {6} jest podprzestrzenig; {8; ¢ u/ 2 FOCCFWM(/VW

3. W@zbi{)r wektoréw majacych 0 na ustalonych wspoétrzednych;
O ¢

@%7
D 7

4. w R" zbior wektoréw ktorych o sumie wspotrzednych rownej 0;

Rt T V\AA;O

5. dla zbioru wszystkich wielomianéw o wspotczynnikach z F, zbior wielomiandw
o stopniu najwyzej k;

6. dla zbioru wszystkich wielomianéw o wspoétczynnikach z [, zbiér wielomianow
przyjmujacych wartos¢ 0 w ustalonym zbiorze punktow;

{y) = Eg)=0

7. w R" zbior wektorow spelniajacych rownania x; + 2x0 = 01 23 — 9 = 0.
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Lemat 1.7. Niepusty podzbior przestrzeni liniowej jest podprzestrzeniq wtedy © tylko
wtedy gdy jest zamkniety na dodawanie i mnozenie przez skalary.

> sV wLe V/

R’,‘i’ 2 & qﬂﬁtwme+&/
= e B et T 7 e ARy
0TG5 ew (1) T- =%

Podprzestrzenie liniowe mozna generowac¢ uzywajac pewnych standardowych ope-
racji: przeciecia, sumy, iloczynu kartegjanskiego.

Definicja 1.8 (Suma, przeciecie, iloczyn karteZJanskl przestrzeni liniowych). Niech W, W’ <
V. Wtedy ich suma to W, W /\ \\/

W+W={w+uw : weW, o eW} & \V/

Dla dowolnego zbioru podprzestrzeni liniowych {W;},cr, gdzie W; < V dla kaz-
dego i € I, przeciecie zdefiniowane jest naturalnie jako N;¢ IW (jako zbidr).

Dla dowolnego zbioru przestrzeni liniowych {V;};c; nad tymfll/mym ciatem pro-
dukt kartezjanski [1;c; V; zdefiniowany jest naturalnie. Dziatania zdefiniowane sa po

wspoltrzednych. T é\/\/ 5’) \\/ %\W nzv, . "27./{\; 240

Lemat 1.9. Suma, przeciecie oraz iloczyn kartezjanski przestrzeni liniowych jest
przestrzeniq lintowq. A\\/

Suma przestrzeni liniowych W + W’ —jest najmniejszq przestrzeniq lintowg zawie-
rajgca jednoczesnie W 1 W',

Przekrdj przestrzeni liniowych ( W; jest najwiekszq przestrzeniq liniowq zawartq
jednoczesnie we wszystkich podprzestrzeniach W;.



1.4. KOMBINACJE LINIOWE WEKTOROW 15

Dowdéd pozostawiony jest jako ¢wiczenie.

1.4 Kombinacje liniowe wektoréw

W przestrzeniach liniowych mozemy w zwarty sposob reprezentowac zbiory poprzez

sumy. e ( ‘

Definicja 1.10 (Kombinacja Iiniowa) Dla wektoréw ), i, ..., U} ich kombinacja li-

niowa to dowolny wektor postaci X%, a;#;, gdzie oy, ..., ay jest ciggiem skalaréw z

ciata . /7 Vi V= adama [ Je . =
Zp

Kombinacja liniowa jest z deﬁmcyz skoficzona. 7 O

Przyktad 1.11. « W przestrzeni liniowej R? prosta przechodzaca przez (0,0) i (1,1)
to kombinacja wektora [1,1]. e A oo bl Undonne

vl 0,0), (1,1)
2(1,1)
s
%
(0,0)

7
/

 Prosta przechodzace przez punkty (1,1) i (2,3) to kombinacja postaci o1, 1] +
(1-a)2,3]=[1,1]+(1—-a)-[1,2] dlaacR.
ol (1,1)

13) t (1) T2 3]

/LLL) oLC{Rl

e Odcinek miedzy (1,1) a (2,3) to ograniczona kombinacja postaci a1, 1] 4 (1 —

a)[2,3] dla « € [0, 1].
/ ‘ Oé" ( 1(]/)

(L) (23)
—\;T\; I V_L’tﬂé (VL )f \/’; ()Z/ c CO lj
A @; « C O l
V
Vi~ ok ob W d’wb‘"" 24, < €4o, “5
e Rownolegtobok o Wierzcholkach w punktach U1, Ug, U3, Uy, Spelnlaj acych warunki
U1 + Uy = U + U3 to zbidér punktow spetniajacych vy + a(vy, — v7) + (v — v1)
dla «, 5 € [0, 1]. Obwdd tego réwnolegloscianu spetnia dodatkowo warunek, ze
przynajmniej jedna z liczb «, 5 nalezy do zbioru {0,1}.

(

V3 \/z,
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Definicja 1.12. Niech V bedzie przestrzenig liniowa nad cialem F. Dla dowolnego
zbioru wektoréw (skoriczonego lub nie) UV C V jego otoczka liniowa, oznaczana jako
LIN(U), to zbiér kombinacji liniowych wektoréw ze zbioru U: 357
Z MZV{L’ %
LIN(U) = {ZO&Z@; ‘ keN, a,...,ar €F, v1,...,0; € V} (1.1)

LIN(U) nazywane jest tez podprzestrzeniq rozpietq przez U lub domknieciem li-

niowym U. sV oV & /roqm-(// Mg
. k=0
Przyktad 1.13. Dla zbioru wszystkich ciggéw nieskonczonych o wartosciach z R, niech

€; to ciag majacy na i-tym miejscu 1 i majacy 0 na pozostatych pozycjach. Wtedy
LIN({€; }ien) to zbidr ciagdéw o skoniczenie wielu niezerowych wspéhrzednych.

(L(%l‘l( W{ 'W/ _ . ) C e

~— -

oA2LL: U = 2 o(o(

Dla prostoty zapisu, nie zakladamy, ze Wektory vy, ..., S8 rozne, ale jesli to
wygodne, to bez zmniejszenia ogdlnosci mozemy to zatozyé¢. Dla uktadu wektorow
v1, ..., v bedziemy czasami pisa¢ LIN(vy, ..., v;) na oznaczenie LIN({vy, ..., v5}).

Fakt 1.14. Dla dowolnego zbioru wektorow U CV w przestrzeni liniowej V otoczka
lintowa LIN(U) jest podprzestrzenig liniowg V. Jest to najmniejsza przestrzen li-
niowa zawierajgceg U .
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Fakt 1.15. Jesli U C U’ C V, gdzie V jest przestrzenig liniowg, to LIN(U) <

LIN(U").
Kowh - Li/wCowL 1,)?/&/‘{,7/ u./ y\mk'((n l,ww/é Wf/&f
ixl uwt z u(
M a\ l
u [,//\/[LL)

Lemat 1.16. Niech V bedzie przestrzenig liniowq, U C V ukliadam wektorow. Wtedy:
LIN(U) = LIN(LIN(U)) .
Jesli U C LIN(U') ¢« U" C LIN(U) to

LIN(U') = LIN(U) .
“Liv( Liv(u))
2048' i Ci uL
: Ll!\/(é/l\l(%\fj = g mmegoc pre. WMiown 2, ‘
\\
"L“VUA\ i ryrz \'wwom

W e () / M@ S L)L ML)

Ly () ¢ LMLV = LMW = v (w)e Lmw)

Qe ©

Otoczka liniowa jest niezmiennicza na kombinacje liniowe.
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Lemat 1.17. Niech V bedzie przestrzenig liniowqg nad ciatem F, za$ vy,...,vp € V
wektoramzi z tego ciata. Jesli skalary o, ..., ar € F sqg niezerowe to
Py LIN(vy,...,v;) = LIN(oy @y, . . ., ap.0g) .
Dla 1 # j oraz skalara o € F
Vo
LIN(Ul, s ) = LIN(’I;&, T 7772'—17 ?72 + Ck’l?j, 17;'+1, SO ,Uk) .
-
- = 0,LJ0.Lo
- = v ) - L//\/(O,(X,,)
O I VY R S B AV P A o\)
T bl
CELIV L, >

¥
L[ B0 3),(070)

<4L CDL | uvué L/'\/(VL( ?109 f\—%’\N’

5 0 O
Z/) {VL(”'/ ?‘« LM/ Li- Vi *°Lvoil"' vl;) é/fO

& ""Ol\/* ‘OZ)V °— v~

{Vj__—, Viddvp o w]] L /M V1,-- Vu%
VL: T oz/"\/of

Lemat 1.18. Niech V: przestrzen liniowa nad ciatem ¥, {vy, vy ... 0} C V: zbior
wektorow z 'V, zas aq,...,qr € K: cigg skalarow, gdzie aq # 0. Wtedy

LIN ({@@}) — LIN ({31, B..., %)) (1.2)

, T A
Dowdd pozostawiamy jako ¢wiczenie.

1.5 Liniowa niezalezno$¢ wektorow.

AR
Definicja 1.19. Ukiad wektoréw U jest liniowo niezalezny gdy dla dowolnego k > 0,
dowolnych réznych vy, ..., v € U oraz ciagu wspotczynnikow oy, ..., ap € F
k - - 2
Z (07 UL = 0 ¢ v
implikuje
=09 =---=qap =0 .

Uwaga. U traktujemy jako multizbior: jesli zawiera jakis element m razy, to mozna
go m razy uzy¢. W takim przypadku U jest liniowo zalezny, bo v+ (—1) - ¢ = 0.
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Fakt 1.20. Niech V bedzie przestrzeniq liniowq. Uktad wektorow U C 'V jest liniowo
zalezny wtedy @ tylko wtedy jeden z nich mozna przedstawi¢ jako liniowqg kombinacje
pozostatych.

Rownowazine sformutowanie: Uklad wektorow U C 'V jest liniowo zalezny wtedy 1
tylko wtedy, gdy istnieje?e U taki ze —7?6 LIN(U \ {'1?})

=)
decd W ol Une. 2. (6,:-0)
le QL'" p&u U(/Ll — U,
2 L, (L? = 5>
{20, s # O
> _ — {
(o) @@= 2w @ "
=2
=T I\~
“Z i ngé"z‘”‘z"‘ A
_ W b f
L 0= Zﬂﬁf‘é‘é AREEa Pl

Fakt 1.21. Niech V bedzie przestrzenig liniowq. Uktad wektorow U C'V jest liniowo
zalezny wtedy 1 tylko wtedy, gdy istnieje uw € U taki Ze

LIN(U) = LIN(U \ {u}).

Jesli U nie zawiera 0, to sq przynajmniej dwa takie wektory.
(Uwaga: traktujemy U jako multizbior, tzn. jesli zawiera dwa razy ten sam wektor,
to wyborem u mogg byé dwie rézne ,kopie” tego samego wektora.)

Prosty dowod pozostawiamy jako ¢wiczenie.
Uogélnijmy Lemat 1.18.

Lemat 1.22 (Poréwnaj Lemat 1.18). Niech U = (v1, ..., vx) bedzie uktadem wektorow,
rozpatrzmy uktady

U' = (v1,...,0i_1,Q0, Vi1, ..., U) dla oo 20,1 <i<k

" = = : :
U" = (v1,...,vi_1, U + U, Vg1, . . ., Ug) dla i # j.

Wtedy U jest liniowo zalezny wtedy i tylko wtedy gdy U’ jest liniowo zaleiny, wtedy
i tylko wtedy gdy U" jest liniowo zalezny.



