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Rozdziat 1

Ciata, przestrzenie liniowe, liniowa
niezalezno$¢, eliminacja GaulBla

1.1 Ciata

Przestrzenie liniowe to uogdlnienie R™. W tym uogdlnieniu najpierw chcemy uogélni¢ samo pojecie
liczb rzeczywistych R, tak, aby obejmowato znane nam naturalne przyktady: Q, C, Z, (dla pierwszego
p). Takie wspolne uogdlnienie to cialo, oznaczane ogélnie jako F. Dokladne wtasnosci cial oméwimy
w odpowiednim momencie, na razie pozostaniemy przy istotnych przyktadach.

Przykfad 1.1. Ciatami sa: liczby rzeczywiste (R), liczby wymierne (Q), liczby zespolone (C), reszty
modulo p (Z,) dla p — liczby pierwszej.
Poza 7Z, dzialania okreslamy w naturalny sposob. W Z,, dziatania -, oraz +, okreslamy jako:

e a+,b=(a+0b)mod p
e a-,b=(a-b)mod p

gdzie amod p oznacza reszte z dzielenia a przez p. (Dla przypomnienia, b jest reszta z dzielenia a € Z
przez p, jesli 0 < a < p i istnieje liczba ¢ € 7Z taka ze bp + b = a).

(b

W ciele sa dwie operacje: mnozenie i dodawanie “+7, sg one przemienne i zachowuja si¢ tak,
jak intuicyjnie oczekujemy. Sa tez dwa wyrdznione elementy 0, 1, ktére w naszych przyktadach po-
krywaja sie z tradycyjnie rozumianymi wyréznionymi 0 i 1 i maja te same wtasnosci, tj. 1 - o = «
oraz 0 + o = .

W ciele przez —a rozumiemy element taki, ze o + (—a) = 0 a przez o~ ! dla a # 0 (pisane tez
jako é) taki, ze a- o=t = 1. W ciatach R, Q, C oba te elementy wygladaja tak, jak sie spodziewamy,
w Z, sytuacja jest troch¢ bardziej skomplikowana.

1.2 Przestrzenie liniowe

O przestrzeni liniowej chcemy mysleé, iz jest to uogoélnienie R™. O jej elementach nazywamy wektorami
i myslimy, ze sg to punkty w R”, ale traktowane jako wektory, tzn. mozemy je dodawaé i mnozy¢
przez elementy z R, jest to mnozenie przez skalary.

Definicja 1.2. Zbior V jest przestrzeniq liniowq nad ciatem F, jesli:

1. W V okreslone jest dodawanie
+:VxV -V

2. Dodawanie w V jest przemienne, tj.:
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3. Dodawanie w V jest taczne:

)+ @ = @i + (7 + )

W zwigzku z tym dodawanie w V zapisujemy bez nawiasow.
4. W V istnieje wyrézniony wektor 0:
FoeyVoev0 + 0= 7
5. Dla kazdego elementu @ € V* istnieje element przeciwny —uv:
Voevd sey(—v) + =0
6. Zdefiniowane jest mnozenie (lewostronne) elementéw V przez elementy z F:
S FxV -V
7. Zachodzi rozdzielnosé mnozenia wzgledem dodawania (skalaréw):
Va,perVev(a + B) - U = av/ + U
8. Zachodzi rozdzielno$¢ mnozenia wzgledem dodawania (wektoréw):
VaerVsgeve - (U4 1) = av + au
9. Mnozenie jest taczne:
VaserVieva - (8- V) = () - v
10. Mnozenie przez , jedynke” z ciata zachowuje wektor:
Vaeyl - U =0
Elementy V nazywamy wektorami, zas elementy F: skalarami.

Uwaga. Mnozymy tylko przez skalary, wektory mozemy tylko dodawac.
Przykfad 1.3. 1. R", C", {0}, Q", Zy, kazde nad odpowiednim ciatem: R, C, dowolnym, Q, Z,.

2. Zbiory funkcji: RE, R? QF, ZE, RY. Zbiory funkcji o skoniczenie wielu (przeliczalnie wielu)
wartosciach niezerowych.

Ale nie: zbiory funkcji o skoriczenie wielu wartosciach réwnych 1.
R, C nad Q.
Zbiory ciagéw nieskoriczonych o wartosciach w R, Z,, ... (czyli zbiory funkcji RY, Z, .. .)

Zbiory ciggéw skonczonych o wartosciach w R, Z,, ...

A

Zbiory wielomianéw o wspotczynnikach z F nad F. Zbiory wielomianéw okreslonego stopnia.
Zbiory wielomianow zerujacych sie w jakichs punktach.

7. Punkty w R? spehliajace réwnanie 2z + y = 0. Punkty w R? spelniajace réwnanie 2z + y =
0,r —y+32=0.Alenie2z+y=1,2—y+32=0.
Tez maja duzo oczekiwanych wtasnosci.

Fakt 1.4. 1. Vyey0-0=0

2. Yaera - 0=0
Vgev,ae]gaﬁ':ﬁ — §=0Va=0
Vsev(—1)7 = —v

wektor przeciwny jest dokladnie jeden

wektor zerowy jest doktadnie jeden

NS oA Lo
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1.3 Podprzestrzenie liniowe

Definicja 1.5 (Podprzestrzen liniowa). Dla przestrzeni liniowej V jej podzbiér W C 'V jest podprze-
strzeniq lintowq, gdy jest przestrzeniag liniowa nad tym samym ciatem i dziatania sa okreslone tak,
jak w V. Zapisujemy to jako W < V.

Taki zbiér musi by¢ niepusty (ale moze zawieraé tylko 6)

Przyktad 1.6. 1. cala przestrzen V jest swoja podprzestrzenia;

2. {0} jest podprzestrzenia;

3. w R" zbiér wektoréw majacych 0 na ustalonych wspotrzednych;
4. w R" zbiér wektoréw ktoérych o sumie wspotrzednych réwnej 0;

5. dla zbioru wszystkich wielomianéw o wspoétczynnikach z F, zbiér wielomianéw o stopniu naj-
wyzej k;

6. dla zbioru wszystkich wielomianéw o wspotezynnikach z F, zbiér wielomianéw przyjmujacych
warto$¢ 0 w ustalonym zbiorze punktow;

7. w R™ zbior wektorow spetniajacych rownania x; + 229 =01 x3 — 29 = 0.

Lemat 1.7. Niepusty podzbior przestrzeni liniowej jest podprzestrzeniq wtedy i tylko wtedy gdy jest
zamkniety na dodawanie © mnozenie przez skalary.

Dowdd. & Podprzestrzen liniowa jest niepusta, zamknieta na dodawanie i mnozenie przez skalary.

& Zalézmy, ze ) # U C V jest zamknicta na dodawanie i mnozenie przez skalary. Chcemy
pokazac, ze jest przestrzenig liniowa; w oczywisty sposob zawiera si¢ w V.

Dodawanie i mnozenie w U okreslamy tak jak w V. Ze wzgledu na zamknieto$¢ na dodawanie
i mnozenie, jest to dobra definicja.

Dla kazdego elementu istnieje przeciwny: wystarczy pomnozy¢ przez —1.

Wektor zerowy jest w U: otrzymujemy go jako sume ¥ + —v (tu korzystamy z tego, ze U jest
niepusty: jest w nim jaki$ wektor ¢/); alternatywnie jako 0 - ¢' dla dowolnego ¥, ponownie korzystamy
z niepustosci.

Wszystkie pozostate wlasnosei (taczno$é, przemiennosé) itp. sa réwnosciami pomiedzy pewnymi
elementami U (to sa elementy U, bo jest ono zamkniete na mnozenie i dodawanie). Ale te réwnosci
zachodza w V, a dzialania w U sg takie same, jak w V, czyli zachodza tez w U. O]

Podprzestrzenie liniowe mozna generowac¢ uzywajac pewnych standardowych operacji: przeciecia,
sumy, iloczynu kartezjanskiego.

Definicja 1.8 (Suma, przeciecie, iloczyn kartezjanski przestrzeni liniowych). Niech W, W' < V. Wtedy
ich suma to

W4+W ={d+w : GdeW, w e W}

Dla dowolnego zbioru podprzestrzeni liniowych {W;};c;, gdzie W; <V dla kazdego i € I, prze-
ciecie zdefiniowane jest naturalnie jako N;c; W; (jako zbidr).

Dla dowolnego zbioru przestrzeni liniowych {V;};c; nad tym samym cialem produkt kartezjanski
[I;c; Vi zdefiniowany jest naturalnie. Dziatania zdefiniowane sa po wspoétrzednych.

Lemat 1.9. Suma, przeciecie oraz iloczyn kartezjanski przestrzeni liniowych jest przestrzenig liniowq.
Suma przestrzeni liniowych W4+W' jest najmniejszq przestrzeniq liniowq zawierajgca jednoczesnie
W i W’
Przekroj przestrzeni liniowych (; W; jest najwiekszq przestrzeniq liniowq zawartq jednocze$nie we
wszystkich podprzestrzeniach W;.

Dowod pozostawiony jest jako ¢wiczenie.
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1.4 Kombinacje liniowe wektoréw

W przestrzeniach liniowych mozemy w zwarty sposéb reprezentowaé zbiory poprzez sumy.

Definicja 1.10 (Kombinacja liniowa). Dla wektoréw vy, ¥y, . . ., Uy ich kombinacja liniowa to dowolny
wektor postaci Y8 | a0, gdzie oy, . .., oy jest ciagiem skalaréw z ciata F.

Kombinacja liniowa jest z definicji skonczona.

Przyktad 1.11.  « W przestrzeni liniowej R? prosta przechodzaca przez (0,0) i (1, 1) to kombinacja
wektora [1, 1].

« Prosta przechodzace przez punkty (1,1) i (2,3) to kombinacja postaci a1, 1] + (1 — a)[2,3] =
1,1+ (1 —«)-[1,2] dla a € R.

o Odcinek miedzy (1,1) a (2,3) to ograniczona kombinacja postaci «[l,1] + (1 — «)[2,3] dla
a € [0,1].

o Roéwnolegtobok o wierzchotkach w punktach o7, U5, U3, ¥4, spelniajacych warunki v} +v, = v +103
to zbiér punktéw spelniajacych @) + a(th — 01) + (05 — 0y) dla o, € [0,1]. Obwdd tego
rownolegtoscianu spetnia dodatkowo warunek, ze przynajmniej jedna z liczb «, 8 nalezy do
zbioru {0, 1}.

(%!
U3

V2
U1

Definicja 1.12. Niech V bedzie przestrzenia liniowa nad ciatlem F. Dla dowolnego zbioru wektorow
(skoniczonego lub nie) U C V jego otoczka liniowa, oznaczana jako LIN(U), to zbiér kombinacji
liniowych wektoréw ze zbioru U:

k
LIN(U) = {ZamkeN, ai,... a5 €T, Ul,...,ﬁkev}. (1.1)

i=1
LIN(U) nazywane jest tez podprzestrzenig rozpietq przez U lub domknieciem liniowym U.
Przyktad 1.13. Dla zbioru wszystkich ciagdéw nieskonczonych o wartosciach z R, niech €; to ciag

majacy na i-tym miejscu 1 i majacy 0 na pozostalych pozycjach. Wtedy LIN({€; };en) to zbiér ciagdéw
o skonczenie wielu niezerowych wspotrzednych.

Dla prostoty zapisu, nie zaktadamy, ze wektory oy, ..., U, sg rozne, ale jesli to wygodne, to bez
zmniejszenia ogdlnosci mozemy to zatozy¢. Dla uktadu wektoréw vy, ..., v bedziemy czasami pisac¢
LIN(¥y, . .., U)) na oznaczenie LIN({0y, ..., Uk}).

Fakt 1.14. Dla dowolnego zbioru wektorow U C V w przestrzeni liniowej V otoczka liniowa LIN(U)
jest podprzestrzeniq liniowq V. Jest to najmniejsza przestrzen liniowa zawierajgeg U.

Dowdd. Skoro U C V| to skoro V jest zamknieta na kombinacje liniowe, to réwniez LIN(U) C V.

Sprawdzmy, ze LIN(U) jest przestrzenig liniowa: pokazemy, ze jest zamknieta na dodawanie i
mnozenie.

Jesli v,v" € LIN(U) to v = 8 | @ i 0" = S5, 1 iy 1 tym samym v + 0’ = ¥5_; ;% oraz
av =8 (o)

Z drugiej strony, kazda przestrzen liniowa W O U jest zamknieta na dodawanie wektorow i
mnozenie przez skalary, latwo wiec pokazaé przez indukcje (po k w (L.1)), ze musi zawieraé tez
wszystkie elementy z LIN(U). O

Fakt 1.15. Jesli U C U’ C 'V, gdzie V jest przestrzeniq liniowq, to LIN(U) < LIN(U").
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Dowéd. Skoro U C U’ to kazda kombinacja z U jest tez kombinacja z U’, czyli LIN(U) C LIN(U’),
ale skoro obie sg podprzestrzeniami liniowymi V, to dostajemy teze. O
Lemat 1.16. Niech V bedzie przestrzeniq liniowq, U CV ukladam wektorow. Wtedy:
LIN(U) = LIN(LIN(U)) .
Jesli U C LIN(U') ¢+ U" C LIN(U) to
LIN(U") = LIN(U) .

Dowaéd. Zauwazmy, ze z Faktu wiemy, ze LIN(LIN(U)) jest najmniejsza przestrzenia liniowa
zawierajaca LIN(U). Ale LIN(U) jest przestrzeni@ liniowa, czyli LIN(LIN(U)) = LIN(U).
Co do drugiego punktu, z Faktu [I.15 mamy:

U C LIN(U') = LIN(U) < LINLIN(U) = LIN(U")

i analogicznie LIN(U’) < LIN(U), co daje teze. O
Otoczka liniowa jest niezmiennicza na kombinacje liniowe.

Lemat 1.17. Niech V bedzie przestrzeniq liniowq nad ciatem F, zas vy, ..., 0, € V wektorami z tego

ciata. Jesli skalary o, ...,y € F sqg niezerowe to

LIN({)&, ce ,17k) = LIN(O&ll_ﬁ, ce ,Oékﬁk) .
Dla i # j oraz skalara o € F
LIN(’Ul, . ,Uk) = LIN(ﬁl, .. ,171',1,?71‘ +a?}}’ﬁi+1, . 7Uk) .

Dowdd. Dowdd przy uzyciu Lematu - niech Uy = (¥,...,0), Uy = (aqth, ..., 0x0%). Wtedy
U; C LIN(Us) oraz Uy C LIN(Ul) iw taklm razie LIN(Ul) LIN(Us)

Niech teraz U, = (h,...,0i_1,0; + o), Uit1, ..., Uy). Analogicznie, Uy C LIN(U,) oraz Uy C
LIN(T) co daje LIN(U}) = LIN(U,). O
Lemat 1.18. Niech V: przestrzen liniowa nad ciatem F, {v, Uy ..., U} C V: 2bidr wektorow z V, zas

a1, ..., 0 € K ocigg skalarow, gdzie ay # 0. Wtedy

LIN ({Za T\ T }) = LIN ({01, ..., T,}). (1.2)

Dowod pozostawiamy jako ¢wiczenie.

1.5 Liniowa niezalezno$¢ wektorow.

Definicja 1.19. Uktad wektoréw U jest liniowo niezalezny gdy dla dowolnego k& > 0, dowolnych
roznych v, ..., Uy € U oraz ciggu wspoétczynnikéw aq, ..., ap € F

k
i=1

implikuje
ap=ay=-=q,=0.

Uwaga. U traktujemy jako multizbiér: jesli zawiera jakis element m razy, to mozna go m razy uzyc.
W takim przypadku U jest liniowo zalezny, bo v+ (—1) - ¥ = 0.

Fakt 1.20. Niech V bedzie przestrzenig liniowq. Uktad wektorow U C'V jest liniowo zalezny wtedy i
tylko wtedy jeden z nich mozna przedstawic jako liniowqg kombinacje pozostalych.

Rownowazne sformutowanie: Uktad wektorow U C 'V jest lintowo zalezny wtedy @ tylko wtedy, gdy
istnieje u € U taki ze uw € LIN(U \ {u}).
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Dowadd. & Jedli uktad jest liniowo zalezny, to istnieje niezerowa kombinacja >°; a;u; = 0. Bez zmniej-
szenia ogoélnosci, niech oy # 0. Wtedy v = > ;44 _%772' i jest zadane przedstawienie.

© Jesli Uy = 3i01 autl; to 3, oyl = 0dla o = —1. =

Fakt 1.21. Niech V bedzie przestrzenig liniowg. Uktad wektorow U C 'V jest liniowo zaleiny wtedy
i tylko wtedy, gdy istnieje © € U taki Ze

LIN(U) = LIN(U \ {@}).

Jesli U nie zawiera 0, to sq przynajmniej dwa takie wektory.
(Uwaga: traktujemy U jako multizbior, tzn. jesli zawiera dwa razy ten sam wektor, to wyborem u
mogq byé dwie rézne ,kopie” tego samego wektora.)

Prosty dowdd pozostawiamy jako ¢wiczenie.

Uogdélnijmy Lemat

Lemat 1.22 (Poréwnaj Lemat |1.18)). Niech U = (vy,...,0x) bedzie ukladem wektoréw, rozpatrzmy
uktady

U/:(171,...,@_1,&@,17i+1,...,17k) dlaa;é(),lgzgk

17 — — — - = — . .
U" = (th,...,0-1,7; + o}, Uitq, . . ., Uk) dla i # j.

Wtedy U jest liniowo zalezny wtedy i tylko wtedy gdy U’ jest liniowo zaleiny, wtedy i tylko wtedy gdy
U" jest liniowo zaleziny.

Dowdd. Skorzystamy z Faktu [L.20} zalézmy, ze U jest liniowo zalezne, niech ), € LIN(U \ {}).
Jesli k # i to zauwazmy, ze LIN(U \ {0 }) = LIN(U"\ {@}) (z Lematu i w takim razie U’ jest
liniowo zalezny. Jesli k = 4, to skoro @; € LIN(U \ {u;}) = LIN(U’ \ {«a;}) to oczywiscie réwniez
atl; € LIN(U'\ {ai; }).

Dowéd dla U” jest podobny. Zauwazmy najpierw, ze jedli 0 € U to U’ to U” tez jest liniowo
zalezny: jedli ; = 0 to w U” mamy a@; oraz 0;, jesli ¥; = 0 dla j # i to 0 € U” i ré6wniez jest on
liniowo zalezny.

Skoro U jest liniowo zalezny, to z Faktu to istnieje k takie ze
lin(U) = LIN(U \ @), co wiecej, skoro 0 ¢ U to mozemy zalozyé¢, ze k # j. Teraz, jesli k # i to
argument jest taki sam jak dla U’ (zauwazmy, ze z zalozenia k # j). Jesli k = i to korzystamy z
tego, ze u; € LIN(U" \ {u; + aty}) oraz 4, € LIN(U” \ {u; + aty}) i w takim razie @; + aty €
LIN(U" \ {t; + avtix.}) i U” jest liniowo zalezny.

@ Implikacje w druga strona wynikaja z symetrii: w pierwszym przypadku U (uzyskujemy z U’
przez przemnozenie U; przez o', w drugim U z U” przez dodanie do 0; + av; wektora (—a)vj;.

]

1.6 Metoda eliminacja Gaul3a.

Chcemy mieé¢ usystematyzowany sposoéb znajdowania dla (skonczonego) zbioru wektorow U C R™
jego maksymalnego (wzgledem zawierania) podzbioru niezaleznego.
Chcemy uogolni¢ nastepujace obserwacje:

e jesli kazdy wektor ma wspolrzedng, na ktorej tylko on jest niezerowy, to zbior jest liniowo
niezalezny;

« uktad wektoréw zawierajacy 0 nie jest niezalezny;

o uzywajac Lematu [1.22] mozemy ,upraszczaé¢ wektory”.
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Przyktad 1.23.

1 6 5 5 3 16 5 5 3 0 4 2 3 17
1 2 3 2 2] ®»-@-@ |1 2 3 2 2| 1)-@,®w-22 |1 2 3 2 2
_ e
3 45 3 3 01 -1 0 -1 o 1 -1 0 -1
21 31 2 21 3 1 2 0 -3 -3 -3 —2]
0 0 0 0 0 00 O 0 0
M-B3)+@ |1 2 3 2 21 @33 |1 2 3 2 2
o 1 -1 0 -1 01 -1 0 -1
0 -3 -3 -3 -2 00 -6 -3 —3]

Czyli wejsciowy ukltad wektoréw byl liniowo zalezny. Jednoczesnie uktad wektoréow bez pierwszego
danego jest liniowo niezalezny, co pokazujemy przy uzyciu analogicznych rachunkow.

Sformalizujmy postaé¢ wektoréw, do ktérej w ten sposéb dojdziemy.

Definicja 1.24 (Posta¢ schodkowa). Uktad wektoréw v, ..., 4, € F" jest w postaci schodkowej, jesli
istnieje ciag pozycji 0 =ip < i3 < 11 < --- < 1, takich ze dla kazdego 7 =1,...,m:

« wektor ¢; ma na pozycji ¢; element niezerowy
« wektor ¥; ma na pozycjach < i; same 0.
Lemat 1.25. Jesli uklad wektorow w F™ jest w postaci schodkowej, to jest niezaleiny.

Dowdod. Niech te wektory to v7,...,0; a ich pozycje z definicji postaci schodkowej to i1,...,%p,.
Rozwazmy wspotezynniki aq, . .., oy takie ze Z;?:l a;U; = 0.

Niech «a; to najmniejszy niezerowy wspotczynnik w tej kombinacji liniowej. Wtedy liczba otrzy-
mana na pozycji ¢; jest niezerowa: wektory vi,...,U;_1 sa brane ze wspélczynnikami 0, wektory
Ujt1, ..., Ur Majg na pozycji ¢; same 0, czyli wspoétczynnik na pozycji 7; w sumie SF | iy to o razy
wartos¢ w (v;); # 0. Sprzecznosé. O

W ogélnosci chcemy przeksztatci¢ dowolny uktad wektoréw uzywajac operacji jak w Lemacie [1.22
do zbioru wektoréw w postaci schodkowej i wektoréw 0. Jegli tych drugich nie ma, to wejéciowy zbidr
byt niezalezny, jesli sa, to byt zalezny.

Pokazemy teraz, ze uzywajac takich operacji zawsze mozna sprowadzi¢ uktad do postaci schod-
kowej.

W kazdym kroku metody utrzymujemy dwa zbiory wektoréw: U oraz U’ oraz pozycje j. Po-
czatkowo U jest calym zbiorem wektoréow, U’ jest pusty, zas j = 0. Jako niezmiennik utrzymujemy
nastepujace wtasnosci:

o U’ jest w postaci schodkowej oraz indeksy odpowiednich niezerowych pozycji sg nie wieksze niz

J
o wektory w U maja na pozycjach nie wiekszych niz j same 0.
W kazdym kroku wybieramy pozycje j' oraz wektor v € U takie ze:
o j' > j 17 jest najmniejsze, takie ze ktorys z wektoréw z U ma niezerowa wspoétrzedna j’
o v € U oraz ma niezerowa wspotrzedna j’

/

Dodajemy v do U’, wybieramy j’ jako nowe j.
Niech (v);s = a. Dla kazdego v' € U \ {v}: Niech (v'); = o. Zastepujemy v przez v — <-0.
Latwo pokazaé, ze po tym wyborze niezmienniki sg zachowane.

Lemat 1.26. Po zakoniczeniu otrzymujemy uklad zltoZony z wektoréw liniowo niezaleznych oraz sa-
mych wektorow zerowych.

Dowdéd. Skoro nie mozemy kontynuowac, to albo
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o U jest pusty. Wtedy U’ jest w postaci schodkowej, czyli z Lematu[L.25]jest liniowo niezalezny, ma
tyle samo wektorow, co zbior wejsciowy i z Lematu [1.22| wejéciowy uktad byt liniowo niezalezny.

o U jest niepusty, ale nie da sie wybraé j'. Czyli wszystkie wektory w U maja zerowe wspotrzedne
dla j' > j. Z zalozenia maja tez zerowe wspolrzedne dla j' < j, czyli U zawiera same wektory
0. Czyli U' U U jest liniowo zalezny i z Lematu rowniez uktad wejsciowy jest liniowo
zalezny. .

Fakt 1.27. Oryginalny zbior byt niezalezny wtedy i tylko wtedy gdy nie otrzymalismy Zadnego wektora
0.

Jesli w czasie eliminacji Gaufla uzywalismy do eliminowania jedynie wektorow vy, .. ., U,, ktore na
koncu sq niezerowe, to odpowiadajgce im wektory poczgtkowe tworzqg baze przestrzeni rozpietej przez
wszystkie wektory.

Dowaod. 7 Lematu (1.22, Eliminacja Gaufa zachowuje niezaleznos¢ zbioru wektorow, wiec esli na
konicu nie ma wektora 0, to wszystkie poczatkowe wektory byty niezalezne.

Zauwazmy, ze sg niezalezne, bo gdy przeprowadzimy na nich eliminacje Gaufla to uzyskamy te
same wektory, co poprzednio, czyli niezerowe. O



Rozdziat 2

Baza przestrzeni liniowej, wymiar

2.1 Baza przestrzeni liniowej
Chcemy minimalny zbiér niezalezny: bo po co wiecej (i ma wiele innych, dobrych wtasnosci).

Definicja 2.1 (Baza). B jest bazg przestrzeni liniowej V gdy LIN(B) = V oraz B jest liniowo
niezalezny.
Alternatywnie, méwimy, ze B jest minimalnym zbiorem rozpinajgcym V.
Przyktad 2.2.  « W przestrzeni F" wektory (tzw. baza standardowa): E, = (1,0,...,0), Ey =
(0,1,0...,0), ..., By =(0,...,0,1,0) E, = (0,...,0,1).
o W przestrzeni wielomianéw stopnia < n: wielomiany {z'}7.
o W przestrzeni ciagéw o wyrazach w F, ktére maja skonczenie wiele niezerowych wyrazéw: {e;},
gdzie e; ma 1 na i-tej pozycji i 0 wszedzie indziej.
Ta baza jest nieskonczona.
Interesuja nas gtéwnie przestrzenie, ktére maja skoniczong baze. Prawie wszystko, co powiemy,

jest tez prawda ogolnie, ale dowody sa duzo bardziej techniczne.

Definicja 2.3 (Przestrzen skonczenie wymiarowa). Przestrzen jest skoriczenie wymiarowa, jesli ma
skonczony zbiér rozpinajacy.
2.2 Woyrazanie wektora w bazie

Definicja 2.4 (Wyrazanie wektora w bazie). Jesli B = {vy,vq,...,v,} jest baza przestrzeni liniowej V
oraz U € V jest wektorem, to wyrazeniem wektora v w bazie B nazywamy reprezentacje v jako

n
1=1

Przyktad 2.5. Rozwazmy baze B = {(1,1,1),(0,1,1),(0,0,1)} przestrzeni R?; niech E’;, EQ7 E, beda
wektorami bazy standardowej. Wtedy £y = (1,1,1) — (0,1,1), Es = (0,1,1) — (0,0,1)(0,1,—-1) i
Es = (0,0,1).

Twierdzenie 2.6. Kazdy wektor ma jednoznaczne przedstawienie w bazie

Dowdd. Jesli 5| a;v; oraz 3% | B;; to dwa przedstawienia, to S-F (o — ;)0 = 0 jest nietrywialng
kombinacjg dla wektora 0, co przeczy zatozeniu, ze {0y, ¥, ..., Uk} jest baza. O

Skoro kazdy wektor mozna naturalnie wyrazi¢ w bazie, to mozemy uogélni¢ notacje wektorowa
dla F™ na dowolne przestrzenie i bazy

17
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Definicja 2.7 (Notacja: Wyrazanie wektora w bazie). Jesli B = {¥}, 0y, ...,7,} jest baza przestrzeni
liniowej V oraz v € V jest wektorem, to

(U)B - (aly Qg, ... ,O{n)
gdzie v = Y_I' ; a;0;. Liczby o to wspétrzedne wektora v w bazie B

Przyktad 2.8. Kontynuujac poprzedni przyktad: dla bazy B = {(1,1,1),(0,1,1),(0,0,1)} przestrzeni
R3 mamy (E))p = (1,—1,0), (Es)p = (0,1,—1) i (E3)s = (0,0,1). Uzywajac tej reprezentacji tatwo
pokazaé, np. ze dla v = (7,4, 2) mamy (¢)p = (7, —3,—2), bo

(D)5 = (TE, + 4E, + 2E3) 5 = 7(E)) 5 + 4(E>) g + 2(E3) b

Zauwazmy, ze po wyrazeniu wektoréow vy, ..., v, w ustalonej bazie B mozemy traktowacé je po-
dobnie jak wektory z F". W pewnym sensie to jest ,doktadne” odwzorowanie.

Definicja 2.9 (Izomorfizm przestrzeni liniowych). Méwimy, ze dwie przestrzenie V, W nad ciatem F sa
izomorficzne, jesli istnieja bijekcje ¢ : V. — W oraz ¢ : W — V, takie ze ¢(v +v v') = ¢(0) +w p(v')
oraz o(a -y v) = a -w ¢(U) 1 analogicznie dla

Przykfad 2.10. e Przestrzen wielomianéw (o wspotezynnikach z F) stopnia nie wickszego niz k
oraz [Fk+1

o Przestrzen wielomianéw (o wspétezynnikach z F) oraz przestrzen {f € FN @ [{i € N : f(i) # 0}
jest skoniczone} ciagéw o wartosciach w IF, takich ze jedynie skoniczona liczba elementéw ciagu
jest niezerowa

Fakt 2.11. Niech ¢ : V — W bedzie izomorfizmem. Wtedy uklad {vy,...,0,} jest liniowo niezalezny
wtedy i tylko wtedy, gdy uktad {o(V7),...,o(U,)} jest liniowo niezalezny.

Twierdzenie 2.12. Niech V nad F ma baze n elementowqg. Wtedy V jest izomorficzna z F".
Dowolne dwie przestrzenie liniowe nad F majgce bazy n elementowe sq izomorficzne.

Dowdéd. Wezmy dowolna baze V. Wtedy wyrazenie (v) pwektora v w bazie B jest takim izomorfizmem.
Co do drugiego punktu, to obie sg izomorficzne z F™ i tatwo sprawdzié, ze relacja bycia izomor-
ficznymi przestrzeniami liniowymi jest relacja réwnowaznosci. ]

Tak wigc majac dowolny uktad wektoréw mozemy wyrazi¢ je w dowolnej bazie i zastosowaé na
nich eliminacje Gaufla.

Naszym celem jest pokazanie, ze rozmiar bazy nie zalezy od wyboru bazy, lecz jest wltasnoscia
przestrzeni liniowe;.

Twierdzenie 2.13. Kazda przestrzen (skoriczenie wymiarowa) V ma baze.
Kazda baza przestrzeni (skoriczenie wymiarowej) V ma takg samg moc.

Dowod dla zainteresowanych, nie przedstawiany na wyktadzie, nie wymagany. W skrécie polega
on na rozwazeniu dwoch baz réznej mocy i iteracyjnym przeksztatceniu jednej w drugg przy uzyciu
Lematu Steinitza.

Lemat 2.14 (Lemat Steinitza o wymianie). Niech V bedzie przestrzenig liniowg, A C V liniowo
niezaleznym zbiorem wektorow, zas B zbiorem rozpinajgcym V. Wtedy albo A jest bazq, albo istnieje
U € B taki ze AU{U} jest liniowo niezaleiny.

Dowéd. Rozwazmy, czy dla kazdego v € B mamy v € LIN(A).
Tak To B C LIN(A) i w takim razie z Lematu mamy

LIN(A) = LIN(BU A4) > LIN(B) = V.

Czyli A jest baza.
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Nie Istnieje v € B, taki ze LIN(A U {0}) # LIN(A). Zalézmy nie wprost, ze A U {7} jest liniowo
zalezny. Wtedy istnieje kombinacja liniowa

Z Oéjl?j +atv =0

J
w ktérej nie wszystkie wspdtezynniki sg zerowe, zas uy, iy ... € A. Jesli a # 0 to to pokazuje,
ze U € LIN(A), co nie jest prawda. Jesli a = 0 to otrzymujemy, ze A jest liniowo zalezny, co z
zalozenia nie jest prawda, sprzecznosc. O

dowdd Twierdzenia[2.13 Punkt pierwszy wynika wprost z definicji przestrzeni skoniczenie wymiaro-
wej i indukcji wzgledem Lematu rozpoczynamy ze zbiorem B = () i dodajemy do niego kolejne
wektory ze skonczonego zbioru generujacego V, dbajac, by byt liniowo niezalezny.

Niech B, = {#,0s,..., 0} oraz B, = {uy,Us,..., U} beda dwoma bazami, gdzie ¢ < k. Poka-
zemy, ze k = 1. W tym celu bedziemy zastepowac kolejne elementy B, przez vy, Us, . . ..

Doktadniej, pokazemy przez indukcje po j = 0,...,¢, ze istnieje podzbiér {@,,...,70;} C B,
taki ze {0, ..., 0} U{tjs1,..., U} jest baza. Dla j = £ daje to tez¢. Zauwazmy, ze dla j = 0 teza
indukcyjna trywialnie zachodzi.

Pokazemy krok indukcyjny. Wezmy Bj; = {41, ..., U} U {¥;,...,0;,} i usuiimy z niego ;.
Ten zbidr jest niezalezny, nie jest baza (bo wtedy B; nie byloby liniowe niezalezne) {#}, v, . .., U}
jest baza, z Lematu istnieje ¥, , taki ze Bji1 = {Uj4a,... U} U{¥i,... ¥, } jest liniowo
niezalezny.

Przypusémy, ze B;1 nie jest bazg. Wtedy z Lematu mozna go rozszerzy¢ o wektor z B; do
zbioru niezaleznego. Jedynym takim mozliwym wektorem jest @41 (bo pozostale sa juz w Bj;1). Ale
wtedy mamy, ze B; U {Uj41} jest niezalezny, co nie jest mozliwe, bo B; bylo baza. ]

Whioski z Lematu Steinitza:

Lemat 2.15. Kaidy zbior niezaleiny skonczenie wymiarowej przestrzeni liniowej V mozna rozsze-
rzyc do bazy.

Lemat 2.16. Jesli V jest przestrzenia skonczenie wyiarowa, to z kazdego uktadu wektorow A C V
mozna wybrac baze przestrzeni LIN(A).

2.3 Wymiar przestrzeni liniowej

Definicja 2.17 (Wymiar przestrzeni liniowej). Dla przestrzeni skoficzenie wymiarowej V jej wymiar to
moc jej bazy. Oznaczamy go jako dim(V).

Intuicja: to jest ,n” w R™ (lub ogélnie n w F™).
Whiosek 2.18. Kazde dwie przestrzenie liniowe n-wymiarowe nad [F sg izomorficzne i sa izomorficzne
z F".
Lemat 2.19. Jesli V|, V, <V sq przestrzeniami skonczenie wymiarowyms, to

Dowdd. Jedli ktéras z tych przestrzeni ma wymiar 0, to rownosé zachodzi w oczywisty sposob.

Niech B bedzie bazg Vi NV, lub puste, jesli Vi NV, = {0}.

Rozszerzamy B do baz Vi, Vs, niech beda one B U By oraz B U Bs.

Pokazemy, ze BU By U B, jest bazg Vi + V,. Zauwazmy, ze generuja one V; + Vy: dla dowolnego
v € Vi + Vs mamy v = ¢ + ¥ dla pewnych o) € V; oraz ¢y, € V,. Wtedy ¢ € LIN(B U By) oraz
Uy € LIN(B U By), czyli 9,05 € LIN(B U By U By) i w takim razie 9 + ¢ € LIN(B U By U By), bo
jest ona zamknieta na sume wektoréw (to jest przestrzen liniowa).

Pozostatlo pokazaé, ze jest to zbiér liniowo niezalezny. Rozpatrzmy dowolng kombinacje liniowa
wektoréow z B U By U By, niech B = vy,...,0,, By = Upyy1,..., Uy, By = Upry1, ..., Upr. Wtedy taka
kombinacja jest postaci

n//
Sai .
=1
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Przeniesmy na drugg strone wektory odpowiadajace Bs:

/ n/l

Z@iﬁi: Z (—ai)v; .

i=1 i=n/+1

Wektor po lewej stronie nalezy do Vi, ten po prawej do Vs, czyli naleza do V; N'V,. W takim
maja jednoznaczne przedstawienie w bazie B, ono jest takie samo w bazach B U B; oraz B U Ba, tj.
takie przedstawienie w bazie B U B; uzywa tylko wektoréw z B, analogicznie dla B U B,. Jednocze-
$nie, wektor po prawej stronie nie uzywa wektoréw z B, czyli jest wektorem 0, czyli ma wszystkie
wsp6tezynniki réwne 0. W takim razie ten po lewej réwniez jest 0 i w takim razie ma wszystkie
wspotezynniki rowne 0. O

Wzor ten stuzy gtéwnie do liczenia wymiaru V; N Vy:

Fakt 2.20. Jesli By, By sq¢ bazami dla V1,Vy <V to
Vl + Vg = LIN(Bl U BQ)

W takim razie znamy dim(V;), dim(Vs) i umiemy policzy¢ moc bazy Vi + Vs, czyli znamy wymiar
V1 + V. Czyli umiemy policzy¢ wymiar V; NV, (Przyktad w kolejnym rozdziale.)

2.4 Zastosowanie eliminacji Gaussa do liczenia wymiaru

Gdy mamy dany zbiér A (skonczony), to aby policzy¢ dim(LIN(A)) mozemy zastosowaé eliminacje
Gaussa: wiemy, ze po zakonczeniu otrzymujemy zbior wektoréow liniowo niezaleznych oraz wektory
zerowe i generowana przestrzen jest taka sama. Czyli otrzymany zbiér wektoréw liniowo niezaleznych
to baza a jej liczno$é to liczba wymiarow przestrzeni.

Twierdzenie 2.21. Eliminacja Gaussa zastosowana do ukladu wektoréw U zwraca baze LIN(U) (oraz
wektory zerowe).

Dowdd. 7 Lematu po zakonczeniu mamy zbiér wektoréw niezaleznych oraz zbiér wektordw
zerowych. Czyli niezerowe wektory sa bazg rozpinanej przez siebie przestrzeni.

Jednocze$nie wiemy, Ze nie zmienia sie rozpinana przez caty uklad przestrzen, czyli sa baza prze-
strzeni rozpinanej przez wejsciowy uktad wektordw. O]

Fakt 2.22. Jesli po zakonczeniu eliminacji Gaufia otrzymujemy zbior zlozony z k wektorow, to ory-
ginalny zbior zawieral doktadnie k wektorow niezaleznych.

Dowadd. Komentarz: cze$é¢ z tych rzeczy juz wiemy, ale mozna to prosciej pokazaé¢ uzywajac pojecia
wymiaru.

Wiemy juz, ze metoda eliminacji zachowuje przestrzen rozpicta przez przechowywany przez nig
uktad wektoréw. W szczegélnosci wymiar (=moc bazy tej przestrzeni) nie zmienia sie. Na koricu
jest to liczba niezerowych wektoréw, na poczatku: moc maksymalnego (wzgledem zawierania) zbioru
wektoréw liniowo niezaleznych. Jedli na konicu bylto jakies 0 to poczatkowy zbiér mial mniejszy
wymiar, niz liczba jego wektoréw, czyli byt liniowo zalezny. [

Przyktad 2.23. Rozwazmy przestrzenie liniowe S, T', zadane jako S = LIN({(1, 6, 5,5, 3), (1,2,3,2,2)})
oraz T'= LIN({(3,4,5,3,3), (2,1,3,1,2)}). Obliczymy dim(S + T") oraz dim(S N T) i podamy baze
S+T.

bLatwo zauwazy¢, ze podany zbiér generatoréow S ma dwa wektory niezalezne (sa rézne, a maja
taka sama pierwsza wspoélrzedna), podobnie 7' ma wymiar 2. Bedziemy korzystaé¢ z zaleznosci:

dim(S + T') = dim(S) + dim(7T) — dim(S N 7T')

Czyli wystarczy, ze policzymy wymiar S 4+ 7. Suma (mnogo$ciowa) generatoréw S oraz T’ generuje
S + T, zastosujemy metode eliminacji Gaussa w celu obliczenia wymiaru; odpowiednie rachunki
zostaly juz przeprowadzone w Przyktadzie [1.23]
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1 6 55 3 16 5 5 3 0 4 2 3 1
1 2 3 2 2@-@-4@1 2 3 2 2 O-2,@w-202 1 2 3 2 2
—_ —_

3 45 3 3 01 -1 0 -1 O 1 -1 0 -1
21 31 2 21 3 1 2 0 -3 -3 -3 -2
0 O 0 0 0 00 O 0 0

1-3)+@) 1 2 3 2 2 @+33 1 2 3 2 2

o 1 -1 0 -1 01 -1 0 -1

0 -3 -3 -3 -2 0 0 -6 -3 -5

Wymiar LIN(S 4 T') wynosi wiec 3. Tym samym wymiar LIN(S) N LIN(7") wynosi 1.
Co do bazy S + T zauwazmy, ze wektory uzyskane przez kombinacje liniowe generatoréw S + T
(czyli naszych wektoréw zapisanych w wierszach) dalej nalezg do S + T', tym samym trzy wektory

(1,2,3,2,2),(0,1,-1,0,—1), (0,0, —6, —3, —5)

sg baza tej przestrzeni.
W eliminacji uzywalismy jedynie wektorow 2, 3, 4, tak wiec odpowiednie wektory wejscia rowniez
sg baza, tj.:
(1,2,3,2,2),(3,4,5,3,3),(2,1,3,1,2)

sg bazag S+ T.

Przyktad/Zastosowanie 2.24 (Rekurencje liniowe). Rekurencja na liczby Fibonacciego.

fo=Jfoc1+ faee, fi=fo=1

Jak rozwiazaé takie réwnanie (podaé postaé¢ zwarta). To moze za proste, bo wszyscy znaja.
Albo na co$ podobnego.

Gy = Gp—1 + 20p_2 (2.1)

aoné,Ch:ﬁ

Jesli zapomnimy o warunkach poczatkowych, to zbior ciagéow o wartosciach w R oraz spetniajacych
rownanie tworzy przestrzen liniowa. Nasz ciag to konkretny wektor w tej przestrzeni liniowe;j.
Widaé, ze baza jest dwuelementowa (ciag majacy ag = 1,a; = 0 oraz drugi ay = 0,a; = 1). Czyli
wystarczy przedstawi¢ nasz cigg jako kombinacje wektorow z bazy.

Nic nie daje: jak wyglada baza?

Szukamy innej, bardziej nam przydatnej bazy. Najlepiej by bylo, gdyby sktadala sie z ciagow,
ktorych elementy mozemy jawnie zada¢ wzorem albo prosto policzy¢.

Ciggi arytmetyczne? Nie dziata.

Geometryczne? Dziata!

an — anfl 4 2an72

Czyli szukamy rozwigzan réwnania (podzielenie przez a™ 2 jest dopuszczalne, bo a = 0 odpowiada
trywialnemu przypadkowi wektora 0.)

??—2-2=0

Jeden to x = 2, drugi to x = —1. Czyli dwa ciagi stanowiace baze to (2"),>1 oraz ((—1)"),>1. Tylko
trzeba dobra¢ wspétczynniki, tj. takie a, b, ze

a-(-1)°+0-2° =a
a-(=1)'+0-28 =8
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2.5 Warstwy

Patrzac na R? podprzestrzenie liniowe maja prosta i naturalng interpretacje: sa to doktadnie proste
przechodzace przez 0. Niestety, zadna inna prosta nie jest podprzestrzenia liniowa, cho¢ ma podobne
wlasnosci.

Takie proste odpowiadaja intuicyjnie warstwom, ktére sg zbiorami powstatymi przez ,,przesunie-
cie” podprzestrzeni liniowej o ustalony wektor.

Definicja 2.25 (Warstwa). Dla przestrzeni liniowej V i jej podprzestrzeni liniowej W zbior U jest
warstwg W w V, jesli jest postaci

U=u+W={u+w:weW} .

Zauwaz, ze warstwy zwykle nie sq¢ przestrzeniami liniowymi.

Przyktad 2.26. 1. Dla podprzestrzeni liniowej R" takiej ze trzecia wspotrzedna to 0, warstwami sg
zbiory wektoréw o ustalonej trzeciej wspotrzednej.

2. Dla zbioru wektoréw spetniajacych rownanie 22, —r3 = 0 kazda warstwa sktada sie z wektoréw,
dla ktorych 2x; — 3 ma ustalong wartosc.

3. Dla przestrzeni liniowej wielomianéw i podprzestrzeni sktadajacej sie z wielomianéw zerujacych
sie w 2 i 4, warstwy sktadaja sie z wektorow o ustalonej wartosci w 2 i 4.

Lemat 2.27. Niech W < Vbedg przestrzeniami liniowymi, zas U C V. Nastepujgce warunki sq
rOWNOWazZne:

1. istnieje wektor @ € V, taki 2e U =+ W

2. istnieje wektor u € U, taki ze U = u + W

3. dla kazdego wektora w € U zachodzi U = 1+ W.

Ponadto, nastepujgce warunki sqg rownowazne:

1. istnieje wektor w € V, taki ze U — U jest przestrzeniq liniowq;

2. istnieje wektor u € U, taki ze U — U jest przestrzeniq liniowq;

3. dla kazdego wektora @ € U zbior U — U jest przestrzenig liniowg.

Prosty dowod pozostawiamy jako ¢wiczenie.
Pod wieloma wzgledami warstwy sg podobne do podprzestrzeni liniowych:

Lemat 2.28. Niech W <V bedzie podprzestrzenig liniowq, za$ U ¢ U’ jej warstwami. Wiedy
U=U" Wwh UNU =0.
Prosty dowdd pozostawiamy jako ¢wiczenie.

Lemat 2.29. Niech V bedzie przestrzeniq liniowq, zas U i U’ warstwami jakichs (niekoniecznie takich
samych) podprzestrzeni V.
Wtedy przeciecie U N U’ jest puste lub jest warstwq (jakiejs podprzestrzeni).

Dowdd. Rozwazmy przeciecie U NU’. Jedli jest puste, to teza jest spetniona. Jesli nie jest, to niech
v e UNU'. mamy

U=7+W
U=v+W
dla odpowiednich przestrzeni liniowych W, W’ <V. Zauwazmy, ze
UntU' = @0+ W)n (d+ W)
wprost z definicji sumy tatwo sprawdzic, ze
(T+W)N([@T+W) =0+ (WNnW)
Wiemy, ze WNW’ <V jest podprzestrzenia, i tym samym UNU’ jest warstwa przestrzeni WNW’. [
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Lemat 2.30 (Wypuktoéé warstw). Zaldimy, ze cialo F spelnia 1+ 1 # 0.
Niech V bedzie przestrzeniq liniowg nad F, zas U C'V. Wtedy nastepujgce warunki sg réownowazne

1. U jest warstwg (odpowiedniej przestrzeni liniowej)
2. va€F7r5"ﬁeU 0417+ (1 — O{)ﬂ: = ﬁ"— OC(U— ﬁ) - U
Intuicja: na plaszczyznie to sg punkty na prostej wyznaczonej przez u, v.

Dowadd. & Jesli U jest warstwa, to jest postaci @ + W, dla ustalonego @ oraz pewnej przestrzeni
liniowej W, w szczegodlnosci, jej elementy sg postaci @+ ¢ dla v € W Liczac
a(@+0)+(1—a)(@+7)=d+ (et + (1 — a)?")
i wtedy ot + (1 — )t € W.
@& W druga strone najlepiej przepisa¢ atv' + (1 — a)i = @+ «(¥ — @) 1 tym samym zakladamy ze
Vﬂ,{;‘eU,ae]Fﬁ+ 06(17 - ?I) e U. (2.2)
Ustalmy wektor u, zdefiniujmy W = U — «. Chcemy pokazaé, ze W jest podprzestrzenig liniowa,
czyli z¢ jest zamknieta na operacje.
mnozenie przez skalar jesli W € W to @ + @ € U. Wezmy « € F, chcemy pokaza¢, ze awi € W,
czyli 4+ aad € U. Stosujemy (2.2) dla 4 <— @ oraz v < w + 4, oba wektory sa w U, wtedy:
U+ a((W+1d) —ud) =ud+ o € U.
Czyli aw € W.
dodawanie wektoréw Zauwazmy najpierw, ze jesli 1 + 1 # 0 to istnieje element odwrotny do
2 =1+ 1, oznaczmy go przez % Wtedy % + % =1
1 1

4=

513 (1+1)

-2

PNl RN

Wracajac do gtownej czesci dowodu: jesli v, 7" € W to v+ 4, 0" + 4 € U i wtedy
1 1 1 1
5(17+ﬁ)+§(17'+ﬁ) = 5(?7+17')+ﬁ€ U i tym samym 5(17+27') ew .

7 punktu pierwszego mamy, ze v+ 0" € W. O
Przyktad/Zastosowanie 2.31 (Kontynuacja Przyktadu [2.24)). Chcemy zajaé si¢ ponownie rekurencjami,
tym razem ,prawie liniowymi”, np.

Ap = Ap—1 + 20, — 1.
Latwo sprawdzi¢, ze zbior rozwigzan nie jest przestrzenig liniowg. Ale z Lematu tatwo wynika,
ze jest on warstwg jakiej$ przestrzeni liniowej. Z Lematu [2.27] roznica dwoch elementéw z warstwy
jest w odpowiadajacej przestrzeni liniowej.
Tu sg dwa mozliwe podejscia.
o Szukamy dobrego wektora. Okazuje sie, ze wektor majacy wszedzie ta sama wartos¢ nadaje
sie; czyli szukamy «, takiego ze

a=oa+2a—1
co daje a = % Wtedy b, :an—%spelnia
Ap = Qp_1 + 20y — 1 =
bn+1:bn,1+1+26n,2+2-1—1 =
2 2 2

bn = bn—l + 2bn—2 )

czyli uprodcito sie do rownania liniowego, ktére rozwigzujemy uzywajac poprzednich metod.
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e Nie szukamy jednego wektora, lecz dla konkretnego ciggu dobieramy indywidualnie. Nasz
wektor to oryginalny ciag przesunigty (w indeksie) o jeden element, czyli (an—1)n>0. Wtedy
odjecie daje

Qpt1 — Qp = Qp + 20p1 — Ap—1 — 2052

I to ponownie daje réwnanie liniowe, niestety wyzszego (3.) stopnia. Wielomian dla niego jest
dos¢ skomplikowany, ale wiemy, ze zostat on uzyskany jako

v —r—-2)—12*—2-2)=(r—1)(a* —2 —2).

To nam tez mowi, dlaczego ciag o wszystkich elementach takich samych zadziatal: bo w bazie
ciagéw nowej przestrzeni jest wektor odpowiadajacy ciagowi (1"),>.



Rozdziat 3

Przeksztatcenia liniowe

3.1 Przeksztatcenia liniowe

Definicja 3.1 (Przeksztatcenie liniowe). Niech V, W beda przestrzeniami liniowymi nad tym samym
ciatlem F. Funkcja F : V — W jest przeksztalceniem liniowym, jesli spetnia nastepujace warunki:

L vqj’evvaEFF(OZU) == Q{F(/l_}))
. VJ@GVF(17+ IU) = F(?T) + F(?B)

Alternatywng nazwa dla ,przeksztalcenie liniowe” jest homomorfizm , tj. méwimy, ze F' jest
homomorfizmem miedzy przestrzeniami liniowymi V, W (nad tym samym ciatem) wtedy i tylko
wtedy, gdy F' : V — W jest przeksztalceniem liniowym. Nazwa ta jest podyktowana tym, ze w
ogblnosci ,homomorfizm” oznacza przeksztalcenie miedzy strukturami, ktére zachowujace dziatania.
(w naszym przypadku: miedzy przestrzeniami liniowymi, zachowuja mnozenie przez skalar oraz sume
wektorow).

Przyktad 3.2. « F':R"™ — R: suma wspoétrzednych.

o F:R™ — R™ przemnozenie wszystkich wspotrzednych przez staty.

F : R™ — R"! usuniecie i-tej wspotrzednej.

Pochodna wielomianu — jako funkcja przestrzeni liniowej wszystkich wielomianéw (o wspol-
czynnikach z R) w nia sama.

F:Q— Q% F(x,y,2) = 2z +y,y — 32).

Catka (okreslona), tj. dla wielomianéw ze wspélczynnikami z R przeksztatcenie (F'(f))(z) =

Of f(y)dy.

F:R? - R, F(x,y) = xy nie jest przeksztalceniem liniowym.

o« F:R?> = R? F(z,y) = (y + 3,7 — 2) nie jest przeksztalceniem liniowym.

Na zbiorze przeksztatcen liniowych z V w W mozemy w naturalny sposob zdefiniowa¢ dodawanie
i mnozenie (przez skalar) ,w punkcie”:

Lemat 3.3. Zbior przeksztatcen liniowych jest przestrzeniq liniowg.

Dowdod. Nalezy sprawdzi¢ poprawnos¢ definicji, np. ze gdy F jest liniowe to réwniez aF' jest liniowe:
(aF)(U+ ) = a(F(U+ 1)) = a(F(¥) + F(1)) = aF (V) + aF (1) = (aF) (V) + (aF) (1)

Inne pokazujemy podobnie. O]

25
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Fakt 3.4. Zlozenie przeksztalcen liniowych jest przeksztatceniem liniowym.

Lemat 3.5. Kazde przeksztalcenie liniowe jest jednoznacznie zadane poprzez swoje wartosci na bazie.
Kazde takie okreslenie jest poprawne.

Dowdod. Niech F' bedzie zadane ma bazie v, . . ., U, przestrzeni V. Dla dowolnego v wiemy, ze wyraza
sie ono w bazie, czyli jest postaci v = Y, a;v; dla pewnych skalaréow aq, ..., a,. W takim razie wiemy,
ze wartos¢ F(U) = X, a F(9;), co jest znane.

Poprawnos¢ okreslenia: trzeba sprawdzi¢, ze jest to przeksztatcenie liniowe; to tez wynika z jed-
noznacznosci wyrazenia wektora w bazie. O]

3.2 Jadro i obraz przeksztatcenia liniowego

Definicja 3.6 (Jadro i obraz przeksztatcenia liniowego). Niech V, W beda przestrzeniami linowymi,
F:V — W przeksztatceniem liniowym.
Jadro przeksztatcenia to zbior wektorow przeksztatcanych na 0:

ker F = {# : F(0) =0} .
Obraz przeksztalcenia to zbidér wektordéw, ktore sg wartosciami F:
Im(F) ={u : IWF W) =1u} .

Przyktad 3.7. « dla operacji rézniczkowania i przestrzeni wielomiandéw stopnia nie wiekszego niz
5, obrazem jest przestrzen wielomianéw stopnia niewigkszego niz 4 a jadrem przestrzen wielo-
mianéw stopnia nie wigkszego niz 0.

« dla operacji catkowania przestrzeni wielomianéw stopnia obrazem jest przestrzen wielomianéw
stopnia réznego niz 0, a jadrem: wielomian zerowy.

o Dla przeksztalcenia F : R*> — R, F(x,y) = x + y obrazem jest cata prosta R a jadrem prosta
T =—y.

Lemat 3.8. Jgdro i obraz sq przestrzeniami liniowymi.

Dowdd. Niech F':' V—->W

Obraz jesli o, w' € Im F to istniejg 7,0 € V takie ze F(7) = o oraz F(v') = @. Wtedy F(0+v') =
F(¥) + F(v') = @ + @' tez jest w obrazie. Podobnie dla mnozenia przez skalar.

Jadro Jedli F(7) = 0 to F(av) = aF(7) = a0 =0
Jedli F(0) = F(w) =0 to F(¢ + @) = F(0) + F(W) =0+ 0 = 0. O

Fakt 3.9. Jesli F' : 'V — W jest przeksztalceniem liniowym oraz LIN(¥,...,0) = V to Im(F)
= LIN(F(th),..., F(t)).

Dowdd. Jesli w € Im F to w = F(v) dla pewnego v € V = LIN(¢, ..., 0). Czyli v = > ; au; 1 tym

samym w = y_; o; F'(0;) € LIN(F (), ..., F(V)).
Jesli w € LIN(F(v1), ..., F(t))), tow =3, 0, F(0;) = F(3; a;0;) € LIN(y, . .., ). O

Twierdzenie 3.10. Niech F : V — W bedzie przeksztatceniem liniowym, gdzie V,W: skonczenie
wymiarowe przestrzenie lintowe. Witedy

dim(V) = dim(Im(F')) + dim(ker(F)).
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Dowdéd. Niech B = v4,...,v, bedzie baza jadra. Zgodnie z Lematem [2.14] mozemy rozszerzy¢ ja do
bazy V, niech te wektory to wy,. .., U,,. Pokazemy, ze {F (), F(ds), ..., F(ty)} jest baza Im(F). Z
Faktu [3.9] tatwo wynika, ze generuja obraz:

Im F = LIN(F(%,), . F(ﬁn),F(ﬁl),...,F(ﬁm))

= LIN( 0,.. F(t@y), ..., F(tn))

nic nie wnosza

= LIN(F()),. .., F(i@,)) .

Pozostaje sprawdzi¢, ze sa niezalezne.
Niech Y, ; F(u;) = 0. Wtedy F(X; ayu;) = 01 tym samym >, o;ii; € ker F'. Ale to oznacza, ze

> oy € LIN(vy, ..., 4,). Jedli ten wektor jest niezerowy, to mamy dwa rézne przedstawienia tego
wektora w bazie: jedno przez wektory vy, ..., v, a drugie uy, ..., Uy, sprzecznosé. Czyli >, a;u; = 0,
co oznacza, ze wszystkie wspotezynniki sa rowne 0. O]

Uwaga. Dowdd Twierdzenia[3.10| nie zadziala, jesli weZzmiemy na poczatku dowolng baze V, np. wszyst-
kie wektory moga przej$¢ w to samo!

Definicja 3.11. Rzqd przeksztalcenia liniowego F' to rk(F') = dim(Im(F)).
Fakt 3.12. Jesli F : V — W to rk(F) < min(dim(V), dim(W))

Dowdd. Poniewaz Im(F) < W to rk(F') = dim(Im(F')) < dim(W). Drugi punkt wynika z Twierdze-
nia 3.100 O

Fakt 3.13. Jesli F -V — V' oraz F' : V' — V" sq przeksztatceniami liniowymi, to
rk(F'F) < min(rk(F), rk(F")).

Dowéd. W oczywisty sposéb Im(F'F') < Im(F"), z czego mamy rk(F'F) < rk(F”).
Co do tk(F'F) < rk(F'), rozwazmy przeksztalcenie F” bedace obcieciem F’ do dziedziny bedacej
obrazem F', tj.
F' — ' rIm(F)

Wtedy F”F jest dobrze okreslone i réwne F'F, w szczegdlnosci Im(F”F) = Im(F'F). Co wiecej,
Im(F"F) = Im(F"), bo dziedzina F" to dokladnie obraz F. Czyli tk(F") =1 (F"F) =1k(F'F). Z
Faktu wiemy, ze rk(F") to najwyzej wymiar dziedziny, tj. dim(Im(F")) < dim(Im(F)). O
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Rozdziat 4

Macierze

Chcemy operowaé na przeksztatceniach liniowych: sktadaé je, dodawa¢, mnozy¢ itp. W tym celu
potrzebujemy jakiego$ dobrego sposobu zapisu. Sposob ten jest formalizowany przy uzyciu macierzy.
Z technicznego punktu widzenia jest prosciej najpierw zada¢ macierze a dopiero potem wyjasnic, jak
wiaza sie z przeksztatceniami liniowymi.

Definicja 4.1. Macierza M rozmiaru m x n nad cialem F nazywamy funkcje M : {1,2,... ,m} x
{1,2,...,n} = F.
Zbiér wszystkich macierzy rozmiaru m x n nad ciatem F oznaczamy przez M, ,(F).

Zwykle macierz rozmiaru m X n oznaczamy jako tabele:

aix a2 - QAip

ag1 Ag2 -+  Aa2pn
A= = (az’j)zzl,...,m
Jj=1,...,n

Am1 Am2 - Amn

(Typem nawiaséw za bardzo si¢ nie przejmujemy). Zauwazmy, ze indeksy sa zapisywane odwrotnie,
niz w przypadku wspétrzednych na ptaszczyznie.

Dla macierzy piszemy tez (A);; na oznaczenie a;; i uzywamy podobnych konwencji. Gdy rozmiar
macierzy nie jest jasny lub jest nieistotny, zapisujemy macierz jako (a;;)

Dla zwigkszenia czytelnosci w zapisie macierzy uzywamy tez przecinkéw migdzy elementami a;;,
nawiaséw okraglych zamiast kwadratowych, przecinkéw miedzy indeksami w a; ; itp.

4.1 Podstawowe operacje na macierzach

Definicja 4.2. Dodawanie macierzy okreslone jest po wspétrzednych, tzn. dodawanie A + B jest
okreslone wtedy i tylko wtedy, gdy A, B sa tego samego rozmiaru i wtedy

(A+ B)ij = (A)ij + (B)y -

Mnozenie przez skalar réwniez okreslone jest po wspétrzednych, tzn. dla macierzy A = (a;;) nad
cialem F
(O-/A)ij = aaij .

Tym samym macierze stanowia przestrzen liniowa (nad odpowiednim ciatem). Wektorem zerowym
jest macierz ztozona z samych zer.

4.1.1 Wazne i ciekawe macierze

Przyktad 4.3. W ponizszym przyktadzie domys$lnie zajmujemy sie macierzami rozmiaru m x n

1. macierz zerowa macierz sktadajaca si¢ z samych 0. Zwykle zapisujemy ja jako O

29
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2. macierz 1;; macierz, w ktorej a,; = 1 i wszystkie inne elementy sg zerowe

(Macierz ta zwana czasem macierzq indykacyjng, ale to nie jest dobra nazwa).
3. macierz kwadratowa Macierz rozmiaru n X n
4. macierz przekgtniowa macierz kwadratowa, ktéra ma same zera poza przekatna (a;)i=1, . .-

5. macierz identycznosciowa/jednostkowa macierz przekatniowa, ktéra ma jedynki na przekatne;j
((aii)iz1,. n). Zapisywana jako Id,.

10 - 0

01 - 0
Id, = )

00 - 1

6. macierz gornotrdjkgtna macierz kwadratowa, w ktérej wszystkie elementy (a;;)i~; sa zerowe

aix aig -+ Aip
0 axp -+ a
0 0 - ap

7. macierz dolnotrdjketna macierz kwadratowa, w ktérej wszystkie elementy (a;;);<; sa zerowe

a1 0 0
Qg1 Q22 0
Am1 Am2 " Adpp

8. macierz tréjkgtna macierz dolnotréjkatna lub gérnotréjkatna

4.1.2 Zestawianie macierzy

Majac dwie macierze M, M’ rozmiaru m x n oraz m x n’ (nad tym samym cialem) bedziemy pisaé
M1

na macierz rozmiaru m X (n + n') uzyskana przez ,zestawienie” macierzy M, M'. Rozszerzamy te
konwencje na wiele macierzy My, Mo, ..., M} rozmiaru m X ny, m X ng, ..., m X ng i piszemy
[M1|My] - - - | My]. Jesli macierze te sa wymiaru m X 1 to zwykle uzywamy liter Cy, ..., C, jako ze sa
to kolumny wynikowej macierzy.

Podobnie zestawiamy macierze w pionie: dla macierzy M, M’ rozmiaru m x n i m’ X n piszemy

M

M
na ,zestawienie” tych dwéch macierzy w pionie (w tym wypadku jest ono rozmiaru (m + m’) x n).
Ponownie uzywamy tej notacji dla wielu macierzy My, Mo, ..., My, jesli macierz maja tylko jeden

wiersz to zwykle oznaczamy je jako Ry, Ry, ..., R, (bo sa to wiersze).
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4.1.3 Mnozenie macierzy

Mnozenie macierzy zdefiniujemy najpierw dla macierzy 1 x n oraz n x 1.

by
b n
[al Ay - an} . :2 = Zakbk )
: k=1
bn

Wynik, w zaleznosci od potrzeb, traktujemy jako liczbe (z ciata ) lub jako macierz 1 x 1.
Mnozenie wektoréw m x 1 oraz 1 x n definiujemy jako:

bl b1a1 b1a2 s blan
bQ b2a1 b2a2 cee bgan
] [al Qg - an] =

b, bmat | bpas | -+ | byuay

Nastepnie rozszerzamy mnozenie do macierzy rozmiaru m X k i k X n (wynikiem jest macierz
rozmiaru m x n). Mnozenie definiujemy tak, ze dzielimy lewa macierz na wiersze a prawa na kolumny i
mnozymy jak dwa wektory (odpowiednio: wierszy i kolumn), przy czym pojedyncze mnozenie wiersza
i kolumny wykonujemy jak mnozenie wektoréow.

Ry RiCy | RiCy |-+ | RiC,
Ry RyCy | RoCy |-+ | RoCy,
R R R ol I R I I
R, R, Ci | R,Cy |-+ | RnC,

Uzywajac notacji z indeksami, jesli A = (aj)i=1,...m; B = (bij)i=1,..k, to C = AB ma postac

7j=1,...,k j=1,..,n

(Cij)i':ll,...,m, gdzie
j=1,...n

k
Cij = Z iebej -
=1

Uwaga. Zauwazmy, ze mozliwy jest tez odwrotny podzial: lewa macierz jako wektor kolumn a prawa
jako wektor wierszy. Wykonujac bezposrednie rachunki mozna tatwo sprawdzi¢, ze wynik jest ten
sam.

Fakt 4.4. Mnozenie macierzy jest tgczne.
Dowdd. Bo jest to funkcja, a sktadanie funkeji (w ogélnosci: relacji) jest taczne. O]

Fakt 4.5. Niech A, B,C bedg macierzami nad tym samym cialem F, 1d,, macierzq identycznosciowq
nxn, a € F. Wtedy poniisze réwnosci zachodzq, dla macierzy odpowiednich rozmiaréw (tzn. takich,
Ze odpowiednie mnozenie/dodawanie jest okreslone):

.I1d, A=A, BId, = B;

2. A(B+C)= AB+ BC;

3. (B+C)A=BA+CA;

4. a(AB) = (¢ A)B = A(aB);
5. A[B|C] = [AB|AC);

2 [24]

Dowdd sprowadza sie do prostych rachunkow i zostanie pokazany na ¢wiczeniach.

~

>
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Przyktad/Zastosowanie 4.6. Jak oblicza¢ wyrazy ciaggu Fibonacciego szybko?

Robienie tego przy uzyciu wzoréw z potegami liczb niewymiernych nie jest praktyczne: powstaja
btedy zaokraglen, mnozenie liczb rzeczywistych jest kosztowne. Cho¢ wciaz dziata to proporcjonalnie
do logn, a nie n, gdy chcemy policzy¢ n-ty wyraz.

Zapiszmy kolejne wartosci jako wektory:

Jo=0| |fi=1 |fo=1 In
=17 fa=1"|fs=2"""|fam1

Zauwazmy, ze rekurencjg mozemy zapisa¢ w postaci macierzy:

lfm] _ [0 1] , [ fn ]
fn+2 11 fn+1

Wartosci poczatkowe wpisujemy w wektor. Wtedy kolejne natozenia to kolejne potegi:

fol [0 11" [fo=0
f n+1 11 f 1= 1
Zauwazmy, ze dzieki temu mozemy policzy¢ f,, podnoszac nasza macierz do n-tej potegi, co mozna
wykona¢ w czasie proporcjonalnym do logn.

4.1.4 Transpozycja

Definicja 4.7 (Transpozycja). Dla macierzy M = (m;;)i=1,...m macierz M zdefiniowana jest jako

)

to jest jako ,,obrot” wokét przekatnej.

Przyktad 4.8.
F ﬂT:l13] [12 ﬂT: ;g
3 4 2 417 |4 5 6 3 6
Lemat 4.9. Dia macierzy M, N odpowiednich rozmiaréw zachodzi
(M + N =MT + NT |
(MN)' = NTM*" |
(MO =M .

Prosty dowodd zostanie pokazany na ¢wiczeniach.

4.2 Wartosci na wektorach jednostkowych

Zdefiniujmy macierze rozmiaru n x 1 (wektory) El, ey En, wektor E; ma 1 na i-tej wspotrzednej
oraz 0 wszedzie poza tg pozycja (czyli inne spojrzenie na baze standardowa).

Lemat 4.10 (Bardzo wazny).
M= ME |ME, |- | ME, |
Dowadd. Dowdd mozna pokazaé¢ wprost z definicji, lub tez zastosowaé trik:
W, =[ B |G| | B, ]
1 tym samym

M=MId,=M| B |E| - |E, | =] ME | ME,| - | ME, | O
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Uwaga. To jest bardzo uzyteczna wtasnosé: czesto zamiast pokazaé¢ réwnos$¢é macierzy czy tez pomno-
zy¢ jakies macierze bedziemy liczyli wartosci na wektorach E;.

Przyktad/Zastosowanie 4.11 (Kontynuacja Zastosowania [4.6). W pewnym sensie mozemy tez powie-

stuzaca do liczenia wartosci wyrazéw ciagu Fibonacciego: ma

dzie¢, skad wzieliSmy macierz 1 1

., P a b
mie¢ ona wlasnos¢, ze przeksztatca wektor [b] na [a " b]'

W takim razie
Cl - Mﬁl

I wtedy z liniowosci mnozenia macierzy tatwo sprawdzi¢, ze faktycznie

il

Definicja 4.12 (Operacje elementarne.). Operacje elementarne (kolumnowe) to:

4.3 Operacje elementarne

e zamiana kolumn;
e dodanie do jednej z kolumn wielokrotnosci innej;

e przemnozenie kolumny przez niezerowy skalar.
Analogicznie definiujemy operacje elementarne wierszowe.
Operacje elementarne mozna wyrazi¢ jako macierze:

zamiana kolumn macierz 7;; ma nastepujace wyrazy: na przekatnej 1, poza i1, jj, gdzie Tj; ma 0,
oprocz przekatnej ma same 0, poza 17, ji, gdzie ma 1.

" }
1
0 1
T376 = 1
1
1 0
L 1_
dodanie wielokrotnosci kolumny Id, +al;;
" }
1
1 3
Id; +3 - 136 = 1
1
1
L 1_
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dodanie wielokrotno$ci kolumny D,, to macierz przekatniowa, ktéra na pozycji i¢ ma o # 0 a
pozostalte elementy na przekatnej to 1.

Lemat 4.13 (Operacje elementarne jako macierze). o M - T;; to macierz powstata przez zamiang
i-tej oraz j-tej kolummny.

o M - (Id,, +al;;) to macierz powstata przez dodanie do j-tej kolumny o razy i-tej kolumny.

o M - (D;,) to macierz powstata przez przemnozenie i-tej kolumny przez o .
W szczegolnosci:

° Ej . Ej - Id
L DiaDil/a = Idn

Dowod. Wszystkie fakty mozna pokazaé przez bezposrednie obliczenia, ale skorzystamy z Lematu .10
aby uzyskac¢ tadng interpretacje. .

Rozwazmy M’ = M - T;;. Jej kolumny to wartoSci mnozenia kolejnych wektoréw Ej przez M.
Popatrzmy na MTiJEk. Jesli k ¢ {i,j} to Ejﬁk = Epi tym samym, M'E), = Mﬁk, czyli M' oraz M
maja te same kolumny k ¢ {i,j}. Z drugiej strony ’_Z}jE",- = Ej i tym samym M'E; = MEj, czyli i-ta
kolumna M’ to j-ta kolumna M. Taka samo jest dla j. Czyli faktycznie M’ powstaje przez zamiane
i-tej oraz j-tej kolumny.

Rozumowanie dla M - (Id,, +al;;) jest analogiczne: rozwazmy

M - (Id, +0ly;)E, = MEy + M1, E), (4.1)

Zauwazmy, ze

., 0 dl ‘
1B — Oq dak;#j.
E, dlak=j.

Wtedy (4.1)) wynosi:

ME; +aMFE; dlak=j
tj. w pierwszym przypadku jest to po prostu k-ta kolumna M, w drugim j-ta + « razy i-ta.
Dowod dla macierzy D, jest analogiczny, zauwazmy, ze mozemy potraktowac¢ ja jako macierz
Podane réwnosci tatwo udowodni¢ uzywajac ich interpretacji: dla przykladu rozwazmy 7;;7T;;
zinterpretowane jako IdT;;T;;. Chcemy pokaza¢, Ze ich iloczyn wynosi Id. Wtedy T;;7;; zamienia
i-ta i j-ta kolumne i potem znéw zamienia te kolumny, czyli otrzymujemy macierz Id. Dowdd dla
pozostatych operacji jest podobny. O

Analogiczng interpretacje mozna uzyskac tez dla operacji wierszowych:

Lemat 4.14. 1. Dla M odpowiedniego rozmiaru T;; M jest macierzq powstatq z M przez zamiang
i-tego oraz j-tego wiersza.
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2. Dla M odpowiedniego rozmiaru (Id, +a;j)M jest macierzq powstatq z M poprzez dodanie do
1-tego wiersza o razy j-teqo wiersza.

3. Dla M odpowiedniego rozmiaru (D;,)- M to macierz powstala przez przemnozenie i-tego wiersza
M przez a .

Zwroémy uwage, ze dla macierzy Id4+al;; zmienia sie, ktéry wiersz dodajemy do ktorego (w
poréwnaniu z kolumnami). (Nie bedzie to jednak istotne, zwykle uzywamy tylko, ze taka operacje
da sie wykona¢ macierzami tego typu.)

Dowadd. Dowdd mozna przeprowadzi¢ wprost, przez bezposrednie rachunki, ale prosciej jest odwotaé
sie do transpozycji, np.:

Ty;M = (T;M)")" = (MTT5)" = (MTTy)"
przy czym MTT;; jest macierza M7 w ktérej zamieniono i-tg oraz j-ta kolumne, tak wigc po trans-

pozycji jest to M w ktorej zamieniono i-ty i j-ty wiersz.
Podobnie dowodzimy pozostatych wtasnosci, warto przy tym zauwazy¢, ze 13;- = 1j;. O]

Definicja 4.15 (Macierze elementarne). Macierze odpowiadajace operacjom elementarnym, tj. 7;; dla
i # 7, (Id, +al;;) dla i # j oraz D;, dla o # 0 nazywamy macierzami elementarnymi.

Zauwazmy, ze tym samym mozemy zinterpretowac caly proces eliminacji Gaussa jako kolejne
dzialania macierzy elementarnych.

Fakt 4.16. Eliminacje Gaufia mozna zinterpretowac jako mnozenie macierzy powstatej przez zesta-
wienie wektorow (w wierszach/kolumnach) z uktadu wejsciowego przez macierze elementarne (odpo-
wiednio z lewej lub prawej strony).

4.4 Przeksztatcenie liniowe dla macierzy

Od teraz (w zasadzie do konca) wektory zapisujemy w pionie i identyfikujemy je z macierzami n x 1.
Dla macierzy M rozmiaru m X n mozemy zadaé przeksztatcenie liniowe F); : F" — F™ przez

Fu(7) = Mo .

Liniowo$¢ wynika z liniowosci mnozenia macierzy.
Takie przeksztatcenie bedziemy nazywac przeksztatceniem indukowanym przez macierz M.

Twierdzenie 4.17. Przeksztalcenie M — Fyy jest izomorfizmem (przestrzeni liniowych) zbioru ma-
cierzy Mp,sn(IF) i zbioru przeksztatcen liniowych z {F : F jest przeksztatceniem liniowym, F : F" —

Pozostaje sprawdzi¢, jak wyraza sie sktadanie tak zadanych przeksztatcen.
Twierdzenie 4.18. Dla macierzy odpowiednich rzedéw mamy
Fyn = Fuvr Py

tzn. przeksztalcenia zadane przez iloczyn macierzy M' M jest zloZeniem przeksztalcen zadanych przez
macierze M' i M.

Dowdd. Nalezy pokazaé, ze

Co jest oczywiste, bo obie strony to tylko inne nawiasowania mnozenia macierzy M’ M. O]
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4.5 Rzad macierzy

Definicja 4.19 (Rzad macierzy). Rzad macierzy to wymiar przestrzeni generowanej przez kolumny tej
macierzy (traktowanych jako wektory w F"). Oznaczamy go przez rk(M). Tj. jesli M = [My| M| - - - | M,)]
to

rk(M) = dim LIN(My, . .., M,,)

Lemat 4.20. Niech M bedzie macierzqg a Fyp indukowanym przez nig przeksztatceniem liniowym.
Wtedy

rk(M) = rk(Fyy)

Dowdd. Rozwazmy baze standardowa El, e ,En. Wtedy wektory F Mﬁl, oL F Mﬁn generujg obraz
Im F);. Jednoczesnie sa to kolumny macierzy M. O]

Ta obserwacja pozwala przetozy¢ znane nam wyniki dotyczace rzedu przeksztalcen liniowych na
macierze. Np.

Lemat 4.21. Dia macierzy M, N odpowiednich rozmiaréw zachodzi
rk(MN) < min(rk(M),rk(N))

Dowdd. Popatrzmy na przeksztalcenia Fy;, Fiv, Fayrny = Fir o Fy. Odpowiednia nieréwnosé zachodzi
dla ich rzedow a zgodnie z Lematem rzedy macierzy i ich indukowanych przeksztatcen sa réwne.
m

Tak zdefiniowany rzad nazwiemy na potrzebe kolejnego dowodu rzedem kolumnowym, analogicznie
mozna zdefiniowaé rzqd wierszowy. Okazuje sie, ze sg one rowne.

Twierdzenie 4.22. Rzqd kolumnowy i wierszowy ustalonej macierzy M sq sobie rowne.
W szczegdlnosci, k(M) = rk(MT).

Pokazemy dowdd tego faktu oparty na algorytmie eliminacji Gaussa.

Lemat 4.23. Operacje elementarne kolumnowe (wierszowe) na macierzach nie zmieniajg rzedu wier-
szowego 1 kolumnowego macierzy.

Dowaod. Pokazemy dowodd w przypadku operacji kolumnowych, dla operacji wierszowych przebiega
tak samo (lub mozemy przej$¢ przez transpozycje do przypadku operacji kolumnowych).

7 Lematu [1.18| operacje kolumnowe nie zmieniaja otoczki liniowej i tym samym nie zmieniaja
rzedu kolumnowego.

Pozostaje nam pokazac, ze operacje kolumnowe nie zmieniajac rzedu wierszowego.

Skorzystamy z Lematu, ktéry udowodnimy troche pézniej (Fakt : jesli A, A’ sa kwadratowe
oraz AA’ = A’A = 1d, to dla macierzy odpowiednich rozmiaréw mamy

rk(AB) =1k(B) rk(CA) =1k(C) .

Chcemy pokazad, ze rzad wierszowy BFE oraz B, gdzie F jest macierza elementarna, sa takie same.
Zauwazmy, ze istnieje macierz elementarna E’ taka ze E'E = EE’' = Id. Czyli chcemy pokazaé, ze
rk((BE)T) = 1k(B7T). Zauwazmy, ze (E')TET = 1d, czyli z Faktu mamy, ze faktycznie te rzedy
sg réwne. O

Lemat 4.24. Dia macierzy w wierszowej postaci schodkowej rzqd wierszowy i kolumnowy macierzy
jest taki sam.
Analogiczne stwierdzenie zachodzi dla macierzy w kolumnowej postaci schodkowej.
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Dowdd. Niech macierz M = (m; ;) w wierszowej postaci schodkowej ma wiodace elementy na pozy-

cjach (1,71),(2,j2), ..., (k, jk), gdzie dla wiersza ¢ oraz j' < j; mamy m,;; = 0 oraz k jest rzedem
wierszowym.
<
(17.7‘1):(1’1)
0 0 2
(2’]’2):(2’3)
0 0 0 —1
—
(3,53)=(3,5)

0 0 0 0

0 0 5
~—
(k.Jx)
0 0 0 0 0 ... 0 0 0

Przeprowadzamy eliminacje Gaufla na kolumnach: uzywajac elementu (1,7j;) usuwamy wszystkie
niezerowe elementy w wierszu 1., potem elementu (2, jo) wszystkie w wierszu 2., itd. Po tej operacji
w kazdym wierszu i kolumnie mamy najwyzej jeden niezerowy element.

[ 1 0 0 0 0 ... 0 0 0
~~~

(1,51)=(1,1)

0 0 2 0 0 ... 0 0 O

~~~
(2,52)=(2,3)
0 0 0 0 —1 ... 00 0
~~~
(3133):(315)
0 0 0 0 0 ... 0 5 0
~~~

. 0 0 0 0 0 ... 00 0]

Czyli jest k liniowo niezaleznych kolumn, czyli rzad kolumnowy to k.
Dowdéd dla kolumnowej postaci schodkowej przeprowadzamy analogicznie (albo przechodzimy

przez transpozycje i korzystamy z wierszowej postaci schodkowej). O
dowdd Twierdzenia[4.29 Stosujemy eliminacje Gaussa. Rzad obu si¢ nie zmienia (Lemat 4.23). Dla
macierzy w postaci schodkowej teza zachodzi z Lematu [4.24] O

Dlatego od tego momentu moéwimy po prostu o rzedzie macierzy.

Uwaga. Przy liczeniu liniowej niezalezno$ci dla zbioru wektoréw mozemy wykonywaé zaréwno ope-
racje wierszowe jak i kolumnowe. Prosze jednak pamietaé, ze wykonywanie operacji kolumnowych
nie zmienia przestrzeni rozpietej przez kolumny, natomiast wykonanie operacji wierszowych moze
zmieni¢ te przestrzen (i zwykle zmienia). Tym samym jesli mieszamy te operacje, to nie umiemy
powiedzie¢, np. jaka jest baza przestrzeni rozpietej przez uktad wektorow.

Tym niemniej, jesli stosujemy oba typy operacji, ale uzyjemy tylko wierszy {iy,...,ix} do eli-
minacji (i jakich§ kolumn) i na koncu odpowiadajace wiersze sa niezalezne (a pozostate zerami), to
odpowiadajace wiersze z wejscia sg niezalezne.

4.6 Obliczanie bazy jadra przeksztatcenia

Jako przyktadowe zastosowaniem macierzy, pokazemy jak obliczy¢ baze jadra przeksztalcenia indu-
kowanego przez macierz M (zwanego dalej po prostu jadrem macierzy).
Napiszmy
MId, =M

Wykonujemy teraz eliminacje Gaussa (na kolumnach) tak dlugo, az doprowadzimy M (po prawej
stronie) do postaci schodkowej (kolumnowej). Zauwazmy, ze mozemy mysle¢ o tych operacjach jak
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o macierzach, czyli odpowiadaja one mnozeniu z prawej strony obu stron réwnosci przez te same
macierze, czyli wykonywaniu tych samych operacji kolumnowych na M oraz Id,, (czy tez dokladnie;
macierzy, ktora tam jest).

Na koncu otrzymujemy zaleznos¢ postaci:

MA=M

gdzie M’ jako pierwsze kolumny zawiera wektory niezalezne, a potem same wektory zerowe. Ale
to oznacza, ze przy mnozeniu przez M odpowiednie wektory w macierzy A przechodzg na wektory
0. W czasie trwania procesu kolumny A pozostaja niezalezne (bo to jest eliminacja Gaussa), czyli
odpowiednie kolumny stanowia baze jadra.

Zauwazmy, ze M po lewej stronie potrzebne jest tylko do dowodu, w samym algorytmie mozemy
go nie uzywaé. Innymi stowy, algorytm trzyma pare macierzy (poczatkowo: (M,1d,)) i wykonu-
jemy na obu z nich takie same operacje kolumnowe, tak by doprowadzi¢ M do postaci schodkowej
(kolumnowej). Wtedy kolumny w drugiej macierzy odpowiadajace kolumnom 0 z pierwszej to baza
jadra.

Przyktad 4.25. Dla macierzy

11 0] @+®- |1 0 0
01 -1 00 -1

Wykonujac analogiczne operacje na ma cierzy Ids:

100 o110
0 1 o 2&=W 1y 1
00 1 0 1 1

Latwo sprawdzié, ze faktycznie wektor [—1,1,1]7 nalezy do jadra Z drugiej strony, wymiar jadra to
dim(R?) — 2 = 1, czyli faktycznie ten wektor stanowi baze jadra.

4.7 Macierz odwrotna

Definicja 4.26. Macierz kwadratowa, ktora ma przeksztatcenie odwrotne, tj. istnieje macierz M’
taka ze

M-M =M -M=1d,

nazywamy macierza odwracalng lub macierza nieosobliwg. Macierz M’ o wlasciwosciach jak wyzej
nazywamy macierzg odwrotng do M i oznaczamy przez M L.

Lemat 4.27. Macierz M jest odwracalna <= przeksztalcenie Fyy jest odwracalne. Co wigcej,
Fy1 = Fyt

Dowéd. € Jedli M~! to macierz odwrotna do M, to MM~ =Id i tym samym
FyFy— = Fyy— = Fig=1d

analogicznie M ~'M = Id implikuje Fy; 1 Fy; = Id.
©& W druga strone rachunki sg analogiczne: jesli Fy; Fy = Id to z jednej strony

FyBye = Farwe

zas z drugiej

Id = Fiq

i tym samym MM’ = Id. Analogicznie Fyp Fy = Id implikuje, ze M'M = 1d i tym samym M’ jest
macierza odwracalng. O]

Twierdzenie 4.28. Macierz A wymiaru n X n jest odwracalna <= tk(A) = n.
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Dowadd. & Jesli A jest odwracalna to L4 tez jest odwracalne, w szczegdlnodci jest roznowartoséciowe.
Czyli dimker L4 = 0 i tym samym

n=1k(Ls) + dimker L,
implikuje, ze rk(L4) = n i w takim razie rk A = n.
@ Niech A = [A;]As|---|A,]. Zgodnie z zatozeniem, wektory Ay, ..., A, sa niezalezne, czyli sa

baza. Rozpatrzmy F = F,. Zadajemy przeksztalcenie odwrotne F'~! na wektorach (A;, As, ..., A,)
jako E\, Fs, ..., E,. Tak zadane F'~! istnieje, zgodnie z Lematem . Wtedy

FF7'A; = FE; = A
Czyli FF! jest identyczno$cia na bazie, czyli jest identycznoécig. Analogicznie
F_lFEi - F_lAl' = Ez

czyli F71F tez jest identycznodcig. W takim razie F jest odwracalne, czyli tez A jest odwracalne,
zgodnie z Lematem O

Lemat 4.29. Jesli A jest macierzq kwadratowg n X n to macierz kwadratowa B jest jej odwrotnoscig,

jesli AB =1d lub BA = 1d.

Dowdd. Niech BA = Id, ustalmy EI,EQ, .. .,En: baza standardowa R™. Niech v; = Aﬁi. Wtedy
Bv, = E;, z czego wnioskujemy, ze Uy, ..., U, sa baza (ich obraz jest, a to ta sama przestrzen).

Ale w takim razie Fyp jest identycznoscig na tej bazie, czyli jest identycznoscig.

Drugi przypadek pokazujemy analogicznie. O]

Dowody ponizszych prostych faktéw pokazemy na ¢wiczeniach.

Fakt 4.30. Jesli M N jest odwracalna a M, N sq¢ kwadratowe, to rowniez M, N sq odwracalne.
Niech M, N bedqg odwracalne. Wtedy:

« (MT)'= (MY
« (MY =M

e (MN)'=N"1M"!

Proste dowody pozostawiamy jako ¢wiczenia.

Fakt 4.31. Jesli A jest macierzq odwracalng a B, C' sq macierzami odpowiednich rozmiaréw (tzn. ta-
kimi, zZe mnozenia AB oraz C'A sq okreslone) to

tk(AB) =rk(B) oraz tk(CA) =1k(C) .

4.8 Jeszcze o eliminacji GauBBa

Lemat 4.32. Jesli macierz M jest odwracalna, to przy uzyciu eliminacji Gaufla (na wierszach lub
kolumnach) mozna doprowadzié jq do macierzy przekgtniowej (bez zer na przekgtnej).

Uzywajgc eliminacji Gaufla zaréwno na wierszach jak i na kolumnach mozna dowolng macierz
kwadratowq przeksztalci¢ do macierzy przekgtniowej. Ponadto, mozna najpierw wykonaé wszystkie
operacje na wierszach a potem na kolumnach (lub odwrotnie).

Dowadd. Postepujemy jak w Lemacie [4.24] Uzyjmy eliminacji GauBa na wierszach, dla operacji na
kolumnach jest tak samo. Doprowadzamy macierz M do postaci schodkowej (wierszowej).
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Jesli jest odwracalna, to po przeprowadzeniu eliminacji Gaufla ma na przekatnej same niezerowe
elementy. Idac od dotu mozemy kolejno eliminowaé niezerowe elementy poza przekatna dla kolumny

nr n,n — 1,..., 1, analogicznie do wcze$niejszego eliminowanie pod przekatna.
1 1 [1 0 0 0 0 O]
0 2 02 0 000
00 -1 _ 00 -1 000
00 0 3 00 0 300
00 0 0 2 00 0 020
00 0 00 5 00 0 0 0 5

Jesli macierz nie byta odwracalna, to uzywamy operacji na kolumnach: uzywajac niezerowego ele-
mentu w pierwszym wierszu eliminujemy wszystkie niezerowe elementy na prawo, potem analogicznie
dla kolejnych wierszy. Na koniec zamieniamy kolumny miejscami, zeby niezerowe elementy byty na
przekatnej.

1 7 100000 [L0O0OO0 O
00 1 001000 010000
00001 [ J00O0O0LO 001000
000000 000000 000000
000000 000000 000000
000000 000000 [0000O0 O

Lemat mozna zinterpretowaé jako mnozenie macierzy elementarnych.

Lemat 4.33. Kazdg macierz odwracalng A wymiaru n X n mozna przedstawi¢ jako iloczyn (pewnej
liczby) macierzy elementarnych Co wiecej, macierze D;, mogq byc ostatnie lub pierwsze.

Kazdg macierz A wymiaru n X n mozna przedstawi¢ jako iloczyn (pewnej liczby) macierzy ele-
mentarnych oraz macierzy postaci D, (lub jednej macierzy przekgtniowej).

Dowdd pozostawiamy jako ¢wiczenie.

4.9 Metoda algorytmiczna obliczania macierzy odwrotnej

Przedstawimy efektywny sposéb obliczania macierzy odwrotnej.
Zapiszmy rownanie:
ATA=1d.
Dokonujemy diagonalizacji A uzywajac metody eliminacji (dla kolumn). Wiemy, ze kazda operacja

kolumnowa odpowiada przemnozeniu (z prawej strony) przez odpowiednia macierz elementarng. Tym
samym w kroku posrednim mamy réwnanie postaci

A1A = B,

gdzie B jest macierzg uzyskang przez zastosowanie tych samych operacji na Id, co na A.

Gdy A’ jest macierza w postaci schodkowej, to albo ma jaka$ kolumne 0 (sprzecznosc), albo
jst dolnotrojkatna i wtedy przeksztatcamy ja do macierzy diagonalnej i nastepnie do Id mnozac
odpowiednio kolumny przez skalar. Te same operacje wykonujemy na macierzy B.

Na konicu uzyskujemy réwnanie
A7'ld=B

i tym samym mamy szukana przez nas macierz A7

Przyktad 4.34. Obliczmy macierz odwrotng do

A:

O ==
_ o =
— = O
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Sprowadzamy A do macierzy identycznosciowej

VOO ey, [F 00 w- | B0 00

0 1 of 22 1o g5 o —-0,5 0,5

00 1 0 —0,5 1 0,5 —0,5
0,5 0,5
0,5 0,5 0
0,5 —0,5 0

(1<(2)

(1)<(2) L 0
—— 10 0

0 1
0,5 0,5 -0,5
0,5 -0,5 0,5
-0,5 0,5 0,5

Latwo sprawdzi¢ bezposrednim rachunkiem, ze faktycznie jest to macierz odwrotna do zadanej.
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Rozdziat 5

Przeksztatcenia liniowe | macierze

Wiemy, ze kazde przeksztatcenie liniowe z F™ w F™ mozna reprezentowa¢ w postaci macierzy rozmiaru
m X n o wspotczynnikach z ciata F. Z drugiej strony, dla dowolnych przestrzeni liniowych V, W nad
cialem F o wymiarach n,m wiemy, ze po wyborze ich baz By, Bw sa one izomorficzne F™ i F™.
Tym samym, majac dowolne przeksztalcenie F' : V — W mozemy reprezentowaé je jako macierz —
ustalamy bazy By, By, przeksztatcamy V, W izomorficznie na F" i F™ (przy uzyciu reprezentacji w
bazach By, Bw) i potem wyrazamy przeksztalcenie F' w tej reprezentacji.

v L5 w
Ic)BV }‘)BW

Fr M, pm

Okazuje sig, ze calo§¢ mozna zrobi¢ duzo bardziej systematycznie.

5.1 Woprawka

Wiemy, ze dla ustalonych F" F™ zbiér macierzy M nad F rozmiaru m X n jest izomorficzny ze
zbiorem wszystkich przeksztatcen liniowych z F" w F™. W jedna strone jest tatwo: majac M jego

przeksztalcenie liniowe zadajemy jako
Ly (0) = M© .

A jak to zrobi¢ w druga strone? Dla danego L chcemy skontruwaé M takie ze M© = L(¥). Zauwazmy,
ze i-ta kolumna M to M E;. Ale M ma spetnia¢ M7 = L(¢) dla kazdego v, w szczegdlnosei dla F;.
Czyli L(E;) = ME;. I tym samym

M = [L(E)|L(E)| -+ | L(Ey)] -

5.2 Woyrazanie przeksztatcenia liniowego w bazie

Definicja 5.1 (Macierz przeksztatcenia w bazie). Dla przestrzeni liniowych V, W, przeksztalcenia li-
niowego F' : V. — W oraz By, Bw: baz odpowiednio V oraz W, gdzie By = {vy,...,1,} oraz
By = {wy,...,w,} macierz Mg, g, (F) (macierz przeksztatcenia F wyrazona w bazach By i By) to

macierz zadana jako
[(F(01)) By | (F(02)) By | - - - [(F (V) B ] -
Jest to macierz rozmiaru m X n.

Uwaga. To formalizuje podejscie z diagramu powyzej: startujemy z F”, bierzemy Ei, przechodzimy
do V, czyli mamy v;, nakladamy F', mamy F(4;) i potem wracamy do V wyrazajac F(v;) w bazie
Byy.

Uwaga. Zwykle W = V oraz By = Bw. Ponadto, dla V = F" i W = F™ bazami sa zwykle bazy
standardowe.

43
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Przyktad 5.2. Rozwazmy przeksztalcenie F' : R* — R? okreSlone jako: F(z,y,2) = (v + v,y — 2).
Wtedy jego macierz w bazach standardowych dla R? oraz R? to

11 0

01 -1
Rozwazmy to samo przeksztatcenie wyrazone w bazach {(1,1,1), (0,1,1),(1,1,0)} oraz {(1,1), (1,—1)}.
Wektory {(1,1,1), (0,1,1),(0,1,1)} zostana przeksztalcone na odpowiednio:

(2,0),(1,0),(2,1) ,

ktore wyrazaja sie w bazie {(1,1),(1,—1)} jako
1 ]
1
2

;

Lemat 5.3. Niech F : V — W: przeksztalcenie oraz By, Bw bedg bazami odpowiednio V oraz W,
gdzie By = {¥1,...,0,} oraz By = {wy,...,wy}. Wtedy dla kazdego wektora v € V:

MBVBW(F)(6>BV = <F17)Bw

Dowdd. 7 definicji jest to prawda dla v € By: w takim przypadku (¢)pg, jest jednym z wektoréw
jednostkowych, powiedzmy E;, i tym samym Mp, g, (F)(7)5, to odpowiednia kolumna M (F)g, 5,
w naszym wypadku i-ta, ktéra jest zadana jako (F'v)p,,.

W ogélnosci wynika to z liniowoSci zauwazmy, ze zarowno lewa jak i prawa strona sg przeksztal-
ceniami liniowymi (dla argumentu ¥) i tym samym wystarczy sprawdzi¢, ze sa réwne na bazie, co
juz pokazalismy. O]

NI NI
N

Rozumowanie to przenosi sie na macierze oraz na iloczyn macierzy, ktéry odpowiada sktadaniu
przeksztatcen liniowych.

Lemat 5.4. Niech V,V' V" bedq przestrzeniami liniowymi o bazach B,B',B", za§ F : V — V',
F': V' = V" przeksztatceniami liniowymi. Wtedy

MBB//(F/F) - MB/B”(F,) : MBB/<F)

Dowadd. Wystarczy sprawdzié, ze na wektorach na wektorach (v)g, (U2)g, ..., (Uk)p (czyli na wekto-
rach Ey, Es, ... Ey 7z bazy standardowej) zachodzi

Mppn(F'F)(0;)p = Mpp(F')Mpp (F)(7;)

bo to pokazem ze odpowiednie kolumny macierzy po lewej i prawej stronie sg takie same.
Policzmy prawg strone:

Mpipr(F'YMpp (F)(0;)g = Mp g (F')(F0;) z Lematu [5.3]
= (F'FT;) g z Lematu [5.3]
Jednoczesnie dla lewej strony:
Mpp:(F'F)(U;)g = (F'FU;)gn z Lematu [5.3]
Czyli obie strony sa réwne (i odpowiadaja i-tej kolumnie macierzy Mpp/(F'F's)). O

Lemat 5.5. Niech F' : V — W bedzie przeksztalceniem liniowym zas By, Bw dowolnymi bazami V
oraz W. Wtedy
tk(F) = tk(Mp, g, (F))

Dowdd. Niech By = 7, ..., 7,. rk(F) = dim Im F' za$ obraz Im F' = LIN(F¥, ..., Fv,),bovy,..., 0,
jest baza. Wyrazenie w bazie jest izomorfizmem, wiec rk(F') = dim(LIN(F¥)) gy, .- ., (FU,.)5By), & to
sa dokladnie kolumny Mg, g, (F). O
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5.3 Macierz zmiany bazy

Jedna z rzeczy, ktorg mozemy w ten sposéb wyrazi¢, jest macierz zmiany bazy: chcemy mie¢ w miare
jednolity sposob na przejscia z macierzy w jednej bazie do macierzy w innej bazie.

Definicja 5.6 (Macierz zmiany bazy). Dla baz B, B’ przestrzeni wektorowej V macierz zmiany bazy
miedzy B a B' Mpp to macierz Mpp/ (1d).

Fakt 5.7. Dia baz B’ oraz B = 1, ..., U, macierz zmiany bazy zadana jest jako
Mpp = [(771)3/|(172)B’| T |(?7n)B’] :
Dowdd. 7 definicji
Mpp(1d) = [(Id61) g ((Id 02) | - - - [(Id T ] = [(01) | (D2) | - - [(Tn) ] = Mg . [
Lemat 5.8. Niech By, By, bedq bazami V. Wtedy

Mpp Mpp = 1d,
tzn. sq to macierze odwrotne.
Dowdd. Policzmy
MBB’MB’B = MBB’<Id>MB’B(Id) deﬁnicja
= MB’B/ (Id e} Id) Lemaﬂﬂ]
= Mpp(1d)

Teraz zgodnie z definicja i-ta kolumna Mp g/ (1d) jest (Id 0;)p = (¥;) 5, gdzie ¥; jest i-tym wektorem
z bazy B’. Ale reprezentacja v; w bazie B’ to po prostu E;. Czyli
Mpp = [E1|Ez| T |En] =I1d 0O

Lemat 5.9. Niech F' : V — W bedzie przeksztalceniem liniowym, By, By bazami V zas By, By
bazami W. Wtedy
Mp, 5, (F) = Mp; Mg, g, (F)Mp, ;-

Dowdd. Korzystamy z Lematu dla ztozenia trzech przeksztatcen Id oF o Id wyrazonych w odpo-
wiednich bazach

MB{,VBWMB{/B{/V(F)MBVBQ, = MB{WBW(Id)MB{;B{W(F)MBVB{;(Id)

= MBVBW(Id oF o Id)
= Mg, B, (F) u
Uwaga. Najczesciej bedziemy zajmowacé si¢ przypadkiem, gdy W =V i By = By i By, = Byy.
1 1] 10
Przyktad 5.10. W R? rozpatrzmy baze standardows E oraz baze B: |1|, 0|, |1].
0| |1 1
Wtedy
110 0,5 0,5 —-0,5
Mpp =11 0 1| ,Mgg=10,5 —-0,5 0,5
011 -0,5 0,5 0,5
Mozna tatwo sprawdzié, ze
Rozpatrzmy przeksztalcenie F', (wyrazone w bazie standardowej) jako
4 0 0
Mgp(F)=|-1 5 1

-1 15
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Wtedy
Mgpp(F) = MppMgr(F)Mpg
0,5 05 —05/[4 00][1 10
=105 -0, 0,5 -1 5 1111 0 1
0,5 0,5 05115011
(4 0 0
=10 4 0
0 0 6
Oraz

[1 1 0][4 0 0]]0,5 0,5 —0,5
=|1 0 1{10 4 0/]0,5 -0,5 0,5
01 110 0 6




Rozdziat 6

Wyznacznik

6.1 Woyznacznik

Wazna funkcja na macierzach: wyznacznik. Uogdlnienie objetosci (ale ze znakiem).

Jakie wlasnosci powinna mieé objeto$¢ na zbiorze n wektoréw vy, vy, ..., 0, z F w F? (det :
(F™)" — F):
(W1) (liniowosé¢) jest funkcja wielo-liniowa, tj. liniowa dla kazdej kolumny:
det(0y, Vo, ..., Uiy, QUs, Uiy1, . . ., Uy) = acdet(Vh, Vs, ..., U1, U, Uig1y - -+ Un)
— — — — - = — — — — — — —
det(vy, Vo, ..., Uim1, U + Uy Vi1, -« ., Up) = det(Uy, Vo, .o, Ui, Uiy Vige1y - - -, Un)
— — — - — —
+ det(vl,vg, ey Uim1, U, Vi1, -0 Uy

W szczegdlnoscei

det(vl, V2y...,0i—-1, O,UZ‘_H, N ,’Un) =0
(W2) zastz%pleme U; przez v; + Zﬁéi Q;V; Nle pOWINNO zZmieniac wartosci

det(vl,vg, ey Vi1, U5 + ZOéj’Uj,UH_l, R ,Un) = det(vl,vg, ey Vi1, V5, U401y - - ,Un>
J#

(W3) zamiana kolejnosci dwoch wektoréow zmienia znak (objetosé ze znakiem)

—

det(th,...,0,) = —det(th, ..., Ui_1, Uj, Uity -, Uj1, Ui, Ujg1 - - -, Up)

(W4) na macierzy identycznosciowej to jest 1

det(Id) = 1

Jest to tak zwana ,aksjomatyczna definicja wyznacznika”.

Uargumentujemy, ze taka funkcja jest najwyzej jedna oraz podamy metode jej liczenia. Formalnie,
nalezatoby pokazaé, ze taka funkcja w ogole istnieje. Jej definicja jest do$¢ techniczna, zostanie
przedstawiona pdzniej (ale juz teraz poznamy wszystkie techniki, aby ja liczy¢.)

Lemat 6.1. Jest dokladnie jedna funkcja spelniajgca warunki WI-W4.

Dowdd. Zauwazmy, ze warunki te oznaczaja, ze wartos¢ macierzy zmienia sie w prosty sposob przy
stosowaniu operacji elementarnych. Czyli mozemy stosowaé eliminacje Gaussa (by¢ moze znak sie
zmienia przy zmianie kolejnosci). Jedli uktad wektoréw jest zalezny, to otrzymamy kolumne zerowa
i tym samym wyznacznik to 0. Jesli nie, to uzyskamy macierz gérnotréjkatna bez 0 na przekatnej.
Mozna ja przeksztatci¢ do macierzy przekatniowej przy uzyciu operacji elementarnych. A dla niej to
jest iloczyn wartosci na przekatne;j. O]

Definicja 6.2 (Wyznacznik). Wyznacznik macierzy kwadratowej det(A) = |A|. To jedyna funkcja
spetiajaca warunki WiI-Wil Oznaczamy go tez przez przez |Al.

47
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6.2 Wotasnosci i metody obliczania wyznacznika

Fakt 6.3. Proste wilasno$ci wyznacznika
o Jesli v; = U; to det(vh, Vs, ..., 0,) =0.
o Dla macierzy trojkgtnej jest to iloczyn elementow na przekgtnej.
o det(A) #0 < rk(A)=n

Definicja 6.4 (Minor macierzy). Minorem macierzy M nazywamy kazda macierz uzyskana poprzez
usuniecie z M pewnego zbioru wierszy i kolumn.
Zwyczajowo A; ; to macierz powstata z A poprzez usuniecie i-tego wiersza oraz j-tej kolumny.

Definicja 6.5 (Dopetnienie algebraiczne). Dopelnienie algebraiczne elementu a; ; to (—1)"7 det(A4; ;).

Fakt 6.6 (Rozwiniecie Laplace’a). Dla macierzy kwadratowej A = (a;;)ij=1,..n mamy:

det(A) = zn:(—l)iJrjaij det(A; ;)

i=1

Dowaod. Ogdlng wersje pozostawiamy jako ¢wiczenie, tu pokazemy dowdd dla j = 1. Z liniowosci po
pierwszej wspotrzedne;j:

a1; a2 -+ Aip 0 a2 -+ an
Q21 Q22 -+ QAa2p 0 agp -+ ag
= Z a1l ' z liniowosci
Qi Qg2 Qin -1 I i -+ an
Anp1 Ap2 - Ann 0 Apo - Ann
a2 -+ QAin
0 azp -+ azp
n
= Z aily g 0 od kolumny j > 1 odejmujemy a;; razy pierwsza
i=1
0 Apo - Ann
0 a2 -+ ap
0 axp --- a
n . . . .
— ) . ’ : 7 liniowoSci
Z (0751 0 s O
=1
0 Apo - Ann

Uzywajac ¢ — 1 zamian mozemy wprowadzi¢ a;; na przekatna.

0 a12 IR aln a12 ... 0 IR aln
O a22 IR a2n a22 . .. 0 ) a2n
n : : " : n : t. : :
. . . . — Z(_1>Z+l . . . A .
— a1 0 Ce 0 — 0 N R 0
0
O an? ) ann an2 .. 0 ) ann
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Zauwazmy, ze mozemy nha tej macierzy przeprowadzi¢ eliminacje Gaussa, ignorujac i-ty wiersz i
kolumne. Dostajemy macierz gérnotrojkatng, ktorej wyznacznik to iloczyn elementéw na przekatnej.

a12 o e 0 .. aln
a22 o e 0 DR a2n

n_z‘+15 :n_i+1A |
Ay - 0 - apm

Rozwiniecie Laplace’a pozwala nam na podanie konkretnych wzoréw na wyznacznik macierzy
2 x 2 oraz 3 X 3.

Przyktad 6.7 (Obliczanie matych wyznacznikéw). Latwo obliczy¢, ze wyznacznik macierzy 2 x 2, zadanej

jako lg Z] to

Twierdzenie 6.8 (Cauchy).
det(A - B) = det(A) - det(B) .
Dowdd. Teza tatwo zachodzi, jesli |A| = 0 lub |B| = 0: odpowiada to sytuacji, w ktorej rk(A) < n
lub rk(B) < n. A wtedy tez rk(AB) < min(rk(A),rk(B)) < n. Czyli |[AB| = 0.
W dalszym dowodzie mozemy zaktadac¢, ze macierze sa rzedu n. W takim razie zgodnie z Lema-
tem [£.33] B mozna przedstawié¢ jako iloczyn macierzy elementarnych.
Pokazemy najpierw, ze

|AB| = [A]-|B] ,
gdzie B jest macierzg elementarnag.
e Macierz Tj;: przez zamiane i-tej i j-tej kolumny dostajemy Id, czyli jej wyznacznik to —1.

Jednoczeénie przemnozenie A przez T;; zamienia miejscami 2 kolumny, czyli zmienia znak wy-
znacznika na przeciwny.

« Macierz Id +al;;. Przemnozenie przez tg macierz dodaje wielokrotnos¢ kolumny do innej ko-
lumny, czyli zgodnie z definicja nie zmienia wartosci wyznacznika.
Jednoczesnie w Id +al;; dodajac do j-tej kolumny « razy i-tg usuwamy niezerowy element poza
przekatng, otrzymujac Id. Czyli |Id +al;;| = 1.

o Macierz D;, przemnaza i-ta kolumne « razy, jednoczesnie |D;,| = .

Ale to jest proste, bo odpowiada to operacji elementarnej (kolumnowe) na macierzy A.
Wracajac do dowodu. Przez indukcje tatwo stwierdzamy, ze dla macierzy elementarnych Fy, ..., E,,

m

[[E:

i=1

m

=I1IEl . (6.1)

=1
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Zgodnie z Lematem zarowno A jak i B sg iloczynami macierzy elementarnych, niech

m4+m/

1=1 i=m+1
Wtedy
m m+m’
s |(Tie) - (1 =

i=1 i=m+1

m+m’

= H E’L

=1

m—+m’

= [[ |E] z (6.1)

- (ite)- (f )

m m+m’

—(HE)( II \EA) z (6.1)
i=1 i=m+1

=|Al-|B| . 0

Jest wiele innych dowodéw, wszystkie wymagaja troche sprytu lub obserwacji.
Fakt 6.9. Wyznacznik macierzy oraz macierzy transponowanej jest taki sam, tj.:
det(A) = det(AT) .

Dowdd. Jesli det(A) = 0 to tk(A) < n i wtedy rk(AT) < n i det(AT) = 0. Czyli wystarczy rozwazy¢
przypadek, gdy det(A) # 0.

Dow6d wynika z Tw. Cauchyego oraz Lematu [£.33} kazda nieosobliwa macierz A mozna przed-
stawié¢ jako iloczyn macierzy elementarnych.

Wtedy AT =TI, ML, .. Latwo sprawdzi¢, ze macierzy elementarnej mamy
T
| Mi| = [ M.

Co daje

T
Mk i+1

.::h

|AT] =

1

)

|Mk z+1|

Il
E??‘

N
Il
i

|Mk H—1|

I
E??‘

@
I
—

| M;|

Il
EPY‘

.

=

S
Il
— =

M;

Il
ES
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Zauwazmy, ze w konsekwencji operacje wierszowe zmieniajg warto$¢ wyznacznika tak samo, jak
operacje kolumnowe: aby wykonaé operacje wierszows, mozemy transponowaé macierz, wykonac
odpowiadajaca operacje kolumnowg i z powrotem transponowaé macierz; za$ transponowanie nie
zmienia wyznacznika. W szczegdlnosci, w trakcie obliczania wyznacznika mozemy uzywacé jednych i
drugich operacji.

Fakt 6.10. e Dodanie do wiersza macierzy wielokrotno$ci innego wiersza nie zmienia wyznacz-
nika.

o Wyznacznik macierzy z zerowym wierszem jest rowny 0.
o Wyznacznik jest funkcjq wieloliniowq wierszy.
e Zamiana dwoch wierszy miejscami zmienia znak wyznacznika na przeciwny.

Przyktfad 6.11 (Wyznacznik macierzy Vandermonde'a). Niech ¢y, ¢, . .., ¢, beda dowolnymi liczbami.
i1

Macierz (n x n) Vandermonde’a V,, ma wyrazy réwne ¥;; = q] , tj.:
1 q ﬁ-~Q?1
1 ¢ ¢ ... ¢
1 g ¢ ... ¢!

Pokazemy, ze
det(Vi) = I (4 —a) -

1<i<j<n
W szczegdlnosci implikuje to, jesli ¢; sa niezerowe i parami rézne, to wyznacznik ten jest niezerowy.
Najpierw odejmujemy pierwszy rzad od kazdego kolejnego, dostajac

1 G q% . lq’f_l X
0 —¢1 3—ai .. ¢ —q~
0 gn—q1 @2—¢ ... ¢ =gt

Uzywamy rozwiniecia Laplace’a dla pierwszej kolumny: jedyny niezerowy wyraz w niej to ay; = 1,
czyli

1 T qf o q711—1 ) , . .
0 ¢—q¢1 G—4¢ .. qg—l _ q{”_l - q2 . G ¢ —q .. @ g,
: : : . _ , _ , . . _ .
0 goeti E—@ ... e TN T G

Teraz od i kolumny odejmujemy ¢; razy i — 1-sza, zaczynajac od prawej strony (czyli eliminacja
niezerowych elementéw w gérnym wierszu)

(@-—a) @B-a)-—ale-—qa) - G =g ) —al@>-4¢?)
(m—aq) (@—a)—altn—a) - (@' =) —alg> -
Po rozwinigciu odpowiednie wyrazy skracaja si¢ i dostajemy
-G G—ae - G e (—a)1 (e—q) @ .. (e—a) ¢
=0 G =0 - G a2 (=)l (=) @ - (G—@) a7
Teraz z liniowosci wyjmujemy przed wyznacznik (g2 — q1) -+ (¢, — ¢1) 1 dostajemy
. 1 ¢ ... ¢
H(%’ —q1) : :
= gy o g

i teraz przez indukcje.
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6.3 Woyznacznik a macierz odwrotna

Fakt 6.12. Jesli M jest odwracalna, to

1

det(M 1) = dct(3])

Lemat 6.13. Macierz odwrotna do macierzy M jest rowna

1
det(A)

CT, gdzie Cij = (—1)”7'\141»73-] )

ROZDZIAL 6. WYZNACZNIK

Dowdd. Rozwazmy element ¢, 7 w mnozeniu macierzy ze sformutowania lematu oraz macierzy A:

1

k=1

7 rozwiniecia Laplace’a to jest wyznacznik macierzy A w ktérej w i-tej kolumnie zastgpilismy C;
przez C; (i przemnozyliSmy wszystko przez ﬁ) Dla i = j to daje det(A)/det(A), dla i # j to daje

0.

]

Przyktad 6.14. Dzigki Lematowi mozna np. tatwo policzy¢ macierz odwrotna do macierzy 2 x 2:

a b

1 [d —b
c dl ad—bec|—c a

6.4 Wyznacznik przeksztatfcenia

Potrafimy zdefiniowaé¢ wyznacznik dla macierzy, ale co z przeksztatceniem liniowym? Kazde prze-
ksztatcenie zadaje macierz, ale ta macierz zalezy od bazy. Okazuje sie, ze warto$¢ wyznacznika nie.

Lemat 6.15. Niech F' : V — V bedzie przeksztalceniem liniowym, zas M, M' bedq macierzami dla

tego przeksztatcenia wyrazonymi w rézinych bazach. Wtedy

(M| = [M].

Dowdd. Niech Mpp: bedzie macierza przejscia z jednej bazy do drugiej, za§ Mp/ g z drugiej do pierw-

szej. Przypomnijmy, ze Mgp Mp g = Id. Wtedy

det(M') = det(MBB/MMB/B)

= det(MBBI) det(M) det(MB/B>
= det(MBB/) det(MB/B) det(M)

1
N det(MBB/)
= det(M) .

det(MB/B) det(M)

[]

Definicja 6.16. Dla przeksztalcenia liniowego F' : V — V jego wyznacznik det(F') to det(M) gdzie

M jest macierza tego przeksztalcenia wyrazona w dowolnej bazie V.



Rozdziat 7
Uktady réwnan liniowych i ich rozwigzywanie

Rozwazmy uktad réwnan postaci

a11T1 —+ a12T9 —+ -+ AQipnTy, = bl

a91T1 + 99T —+ -+ Aonly, = b2

Am1T1 + AmaX2 + -+ AT, = bm

Bedziemy zapisywaé réwnania w postaci
AX =B, (7 1)
gdzie
ai; Qa2 -+ Q1p X by
Q21 Q22 ++  Q2p - X2 o by
A= , X = , B=1.
am1 Am2 Amn Tn bm

7.1 Bazowy przypadek: n zmiennych, n réwnan, macierz odwracalna

Intuicja: w najprostszym przypadku, gdy A jest macierzg kwadratowa, mozemy odwrocié A i natozyé
obustronnie na réwnanie, uzyskujac

AAX =1dX =X = A 'B.

I tym samym mamy rozwigzanie. Mozna tatwo sprawdzi¢, ze jest to jedyne rozwigzanie.
Pokazemy teraz, jak wyglada to rozwigzanie.

Twierdzenie 7.1 (Wzory Cramera). Jesli w rownaniu (7.1)) macierz A jest kwadratowa i odwracalna,

det (Azi )

to jedyne rozwigzanie jest postaci x; = , gdzie macierz A,, powstaje poprzez zastgpienie i-tej

det(A)
kolumny A przez B.
Dowdd. Chcecemy policzy¢
det(A,,) = det(Ay,. .., \B; ey Ay)
i-te miejsce
Mamy
I

X

Tn

93
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Czyli
det(A,,) = det(Aq,. .., \lé_/ e Ap)

i-te miejsce
= det(Al,. Cey Zl’jAj,. .. ,An)
J

~—_———

i-te miejsce

:Zi[}jdet(Al,..., ;4/]/ 7'--7An)

J . . .
i-te miejsce

Zauwazmy, ze jesli © # j to w powyzszej macierzy mamy dwie takie same kolumny,czyli wyznacznik
sie zeruje.

ijdet(Al,..., Aj ,...,An):xidet(Al,..., Az 7...,An)
- ~— ~—~
J i-te miejsce i-te miejsce
= z;det(4;) . O

Zauwazmy, ze wiemy juz, ze macierz odwrotna do A mozna wyrazi¢ przez dopetnienia algebraiczne
(Lemat [6.13)). Naktadajac ja na wektor B mozna otrzymaé¢ wzory Cramera bezposrednio.

7.2 QOgoblne uktady réwnan liniowych
Chcemy jednak zajaé sie tym problemem w wiekszej ogdlnoéci:
e co jedli A nie jest odwracalna? Czy wtedy rozwiazan jest wiele, czy moze 07
o co jesli A nie jest kwadratowa (w szczegblnosci: nieodwracalna)? Czym réznia sie przypadki:

— jest wiecej rownan, niz zmiennych?

— jest wiecej zmiennych, niz réwnan?

7.2.1 Uktady jednorodne

Zajmijmy sie troche mniej ogdlnym problemem: co jesli B = 07 Taki uktad nazywamy jednorodnym.
Jedno rozwigzanie na pewno jest.

Lemat 7.2 (Uktad jednorodny). Zbior wszystkich rozwigzarn réwnania
AX =0

jest przestrzenig liniowg, jest to ker(A), gdy A traktujemy jako przeksztalcenie liniowe z F™ w F™,
Wymiar tej przestrzeni to n — rk(A).

Dowadd. Wystarczy potraktowaé A jako przeksztatcenie liniowe. Wtedy zbiér rozwiazan to doktadnie
jadro tego przeksztalcenia. O]

7.2.2 Uktady niejednorodne

Fakt 7.3.
AX = B ma rozwigzanie <= B € Im(A) .

Jesli rownanie AX = B ma rozwigzanie to zbior wszystkich jego rozwigzan jest warstwg wzgledem

ker A.

Uwaga. Jesli cialo F jest nieskonczone, to w tym przypadku jest nieskonczenie wiele rozwigzan.
W innym przypadku jest to |F|*, gdzie k jest wymiarem jadra.
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Dowdd. & Jesli X jest rozwiazaniem, to AXy = B, czyli w szczegblnosci B € Im(A).
@ Jesli B € Im(A), to istnieje X, ze AXy = B.
Ustalmy dowolne rozwiazanie Xy. Wtedy dla dowolnego X:

AX =B <= AX = AX; <= A(X —X) =0 <= X — X € ker(A)
< X, X sa w tej samej warstwie ker(A) . O

Fakt 7.4 (Tw. Kronecker-Capelli). Uktad
AX =B

ma rozwigzanie <= tk(A|B) = rk(A).
Macierz [A|B] nazywana jest czasem macierzq rozszerzong uktadu AX = B.

Dowdd. & Jesli tk(A|B) = rk(A) to znaczy, ze B jest kombinacje kolumn z A, czyli jest w obrazie
A

& Jesli tk(A|B) > rk(A) to B nie jest w obrazie A, czyli réwnanie nie ma rozwiazania. ]

Uwaga. Liczenie osobno rzedéw A|B oraz A jest zwykle nadmiarowe: jesli uzyjemy eliminacji wierszo-
wej, to automatycznie dostaniemy informacje, jaki jest rzad A a jaki A|B. W eliminacji kolumnowej
rowniez jest to prawda, o ile nie uzyjemy B do eliminowania innych kolumn.

Co wiecej, jesli zastosujemy eliminacje Gaufla na wierszach lub kolumnach A (otrzymujac A’) to
po zastosowaniu tych samych operacji na A|B uzyskamy A’|B’ (i B’ trzeba osobno policzy¢).

W obu wypadkach nie ma potrzeby wykonywanie tych samych przeksztalcen wielokrotnie.

Przyktad 7.5. Ile rozwigzan, w zaleznos$ci od parametru A, ma podany uktad réwnan?

31’1 —XT2 +4I3 = 1
51’1 —21‘2 +6l’3 =1 + A
(6 + )\2)1‘1 —3[[’2 +(9 — )\2)I3 == 3

Podany uktad rownan zapisany w postaci macierzowej wyglada nastepujaco

3 -1 4 1 1
5 =2 6 | -|m|=[1+A
(6+22) —3 (9—A)| |as 3

Jesli wyznacznik macierzy gtéwnej jest niezerowy, to ma on doktadnie jedno rozwiazanie. Policzmy
wiec wartos¢ tego wyznacznika, uzyjemy metody Sarrusa:

3 ~1 4 3 ~1
5 —2 6 5 -2 =
(6+X%) =3 (9—=X)|(6+)) -3
3:(=2)- (9= M)+ (=1)-6-(6+A)+4-5-(=3)—4-(=2)- (6+A)=3-6-(=3)—(=1)-5-(9—\?) =
— 54+ 627 — 36 — 6A7 — 60 + 48 + 8\% + 54 + 45 + 5\* =
— 13+ 13X% = 13(\* — 1)

Zauwazmy, ze warto$¢ wyznacznika gtéwnego tego uktadu réwnan jest niezerowa dla A ¢ {1, —1},
czyli dla takich wartosci uktad réwnan ma doktadnie jedno rozwiazanie.

Rozwazmy wiec pozostate wartosci. Zastosujemy w nich twierdzenia Kroneckera-Capellego: w
tym celu musimy policzy¢ rzad macierzy gtéwnej oraz rzad macierzy rozszerzonej tego uktadu. Rzad
macierzy gtownej jest taki sam dla A =1 oraz A = —1:

3 —1 4 N 3 -1 4

7 =3 8 2 -1 2
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Latwo zauwazy¢, ze ma ona rzad 2: wiersz drugi i trzeci sa identyczne, za$ pierwszy i drugi rézne (i
maja ta samg druga wspéhrzedna).

Niech A = 1, rozwazamy macierz rozszerzona, wykonujemy na niej takie same operacje, jak
powyzej na macierzy gtownej:

3 -1 4 1) 141
5 —2 6 2 QBOW 4y 4 9 4
7 -3 8 3 2 -1 21

Rzad tej macierzy réwniez wynosi 2, gdyz, jak powyzej, wiersz drugi i trzeci sg identyczne, za$
pierwszy i drugi: r6zne i maja taka sama druga wspotrzedna. Czyli rzad macierzy gtownej i macierzy
rozszerzonej jest taki sam i z tw. Kroneckera-Capellego ten uklad rownan ma nieskonczenie wiele

rozwigzan.
Dla A — —1

3 1 4 1 3 1 4 1 3 14 17 .. .3 140
5 —2 6 o @@ 1y 9 | OO |y 1 o _j| D@y oo
7 -3 8 3 2 _1 2 1 00 0 2 0 0 0 2
. 00200 L0 20
W@ 19 1 92 ol 22011 1 0 0
00 0 2 0 0 0 2

Latwo zauwazy¢, ze rzad wynosi 3. Czyli rzad macierzy gtéwnej jest mniejszy niz rzad macierzy
rozszerzonej i z tw. Kroneckera-Capellego ten uktad réwnan nie ma rozwigzan.

Przyktad/Zastosowanie 7.6. Rozwazmy gre, rozgrywajaca sie na prostokatnej planszy n x m. Na
wejsciu kazde pole jest zapalone lub zgaszone. W pojedynczym ruchu mozemy dotknaé konkretnego
pola, co powoduje zmiang (tj. z zapalonego na zgaszone i odwrotnie) na tym polu i wszystkich polach
sasiadujacych z nim bokami). Celem gry jest zapalenie wszystkich pél.

Gra taka byta kiedy$ dostepna jako gra pudetkowa, w ktorej poczatkowe zapalenia byty losowane,
za$ zmiany zapalen odbywaly za pomocg okablowania elektrycznego.

Kolejnos¢ operacji nie ma znaczenia. Co wiecej, dwukrotne dotkniecie pola réwnowazne jest bra-
kowi dotknigcia. Napiszmy uktad réwnan nad Zs: kazdemu polu przypisujemy zmienng z;, ponadto
piszemy rownania:

i+
! J: pola ij sq sasicdnic 0, jesli poczatkowo pole ¢ byto zapalone

Z . {1, jesli poczatkowo pole i byto zgaszone
j =

Réwnanie to ma rozwigzanie wtedy i tylko wtedy, gdy mozna zapali¢ kazde pole na planszy.
Co wiecej, w prostszym przypadku planszy jednowymiarowej podejscie to prowadzi do prostego
(prawie zachtannego) algorytmu rozwiazujacego ten problem.

7.3 Metoda eliminacji Gaussa

Definicja 7.7 (Ukfady réwnowazne). Uklady réwnan AX = B oraz A’X = B’ sa réwnowazne, jesli
maja ten sam zbiér rozwigzan.

Jak to policzy¢ wydajnie?

Lemat 7.8. Rozwaimy uklad rownan AX = B. Uklad uzyskany przez nastepujgce operacje przepro-
wadzone na macierzy rozszerzonej uktadu:

e zamiane i-tego oraz j-tego rownania
e dodanie do j-tego rownania wielokrotnosci i-tego

o przemmnozenie i-tego rownania przez statqg o # 0
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dajg uktad rownowazny wejsciowemu.

Prosty dowod pozostawimy jako ¢wiczenie.
Oznacza to, ze mozemy stosowaé metode eliminacji (wierszowej) na réwnaniu. Na konicu dostajemy
macierz w postaci schodkowej (wierszowo).

Wtedy

o Uktad jest sprzeczny: Jesli w wierszu z samymi wspotczynnikami zerowymi prawa strona jest
niezerowa. Z tw. Kroneckera-Capelliego rzad (wierszowy) macierzy rozszerzonej jest wiekszy,
niz macierzy gtéwne;j.

Intuicyjnie odpowiada to sytuacji, ze mamy te same rownania i rézne wartosci po prawej stronie.
Nie ma nic wigcej do zrobienia.

» Uklad ma jedno rozwiazanie: Jesli uzyskaliémy macierz (réwnan) gérnotréjkatna plus by¢ moze
zerowe wiersze ponizej, ponadto na przekatnej nie ma zer oraz wartosci odpowiadajace wierszom
zerowym to tez zera, to jest doktadnie jedno rozwigzanie. Dowéd wynika z tego, ze mozemy
odrzucié¢ zerowe rownania (uktad pozostaje réwnowazny) i wtedy mamy macierz kwadratowa i
mozemy natozy¢ macierz odwrotna (alternatywnie: macierz jest odwracalna, czyli ma trywialne
jadro, czyli warstwa ma jeden element). W tym przypadku tatwo podaé rozwiazanie (wyliczamy
kolejne wartosci i wstawiamy do réwnan powyzej).

o W przeciwnym przypadku, juz wezesniej powiedzielismy, ile tych rozwiazan jest (warstwa jadra).
Umiemy policzy¢ to jadro, chcemy jeszcze jedno rozwigzanie szczegdlne. W tym celu mozemy
ustali¢ (dowolnie) wartos¢ zmiennej, ktéra nie odpowiada pierwszej wyrdznionej pozycji w wier-
szu. To przeksztalci macierz réwnania do postaci tréjkatnej (pierwszy przypadek).

Przyktad 7.9 (Kontynuacja Przykfadu . Przypomnijmy, ze chcemy sprawdzié, ile rozwigzan, w
zaleznosci od parametru A, ma uktad:

31171 —T9 +4333 = 1
51’1 —21’2 —1—61‘3 = 14X
(6+A)zy —3z2 +(9—A)z3 = 3

Uzyjemy tym razem eliminacji Gaula: od trzeciego wiersza odejmujemy drugi, a od drugiego:
pierwszy.

35(]1 —T9 +4[E3 = 1
21’1 —XT2 +2ZL‘3 = A
(]_ + )\2)1'1 —X2 —l—(3 — )\2)1'3 = 2—A

Teraz od trzeciego odejmujemy drugi:

3.T1 —XT2 +4ZL’3 = 1
2£L'1 —T9 +2£L’3 = 1+ A
(A2 — 1)z, +(1 =X )zz = 2(1-N)
Latwo zauwazy¢, ze dla A = —1 trzecie réwnanie jest sprzeczne (0 = 4), zas dla A = 1 jest puste

(0=0).
Rozwazmy doktadniej przypadek A = 1.

3.1’1 —T9 +4SL’3 =1
21’1 —xT9 +2JI3 = 2

Latwo zauwazy¢, ze rzad macierzy gtownej wynosi 2, dlatego jadro ma wymiar 1. Czyli jest nieskon-
czenie wiele rozwigzan.
Dla A ¢ {—1,1} dzielimy trzecie réwnanie przez 1 — A:

3I1 —XT9 +4I’3 = 1
2371 —X2 —|—2£L‘3 = 1+ A
A+ 1)z +(1+Nzg = 2
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Tu juz tatwo sprawdzi¢, ze réwnanie ma dokladnie jedno rozwiazanie (np. liczac wyznacznik), ale
mozna tez dalej eliminacjg GauBa: od pierwszego réwnania odejmujemy drugie:

1 +2x5 = =
2(131 —X2 +2l’3 = 1+ A
A+ 1)z +(14+Nzg = 2

Nastepnie od drugiego 2 razy pierwszy, od trzeciego 1 + A\ razy pierwszy:

T +2$3 = —A
—X9 —21‘3 = 143X\
—(14+Nzg = 2(14+X)

7. czego wnioskujemy, ze réwnanie ma doktadnie jedno rozwigzanie.
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Wartosci wtasne

8.1 Warto$¢ wtasna, wektor wtasny

Definicja 8.1 (Warto$¢ wtasna, wektor wtasny). A jest wartoscig wlasng macierzy M (dla wektora
1% #0), gdy MV =)\V.V jest wektorem wiasnym tej macierzy.

\ jest wartoscig wlasng przeksztalcenia liniowego F, jesli F(¥) = v dla pewnego @ # 0. Taki
wektor v jest wektorem wlasnym F (dla wartosci wlasnej A).

Fakt 8.2. Jesli \ jest wartoscig wlasng przeksztalcenia F wtedy i tylko wtedy gdy jest warto$cig
wlasng Mpg(F), dla dowolnej bazy B.

U jest wektorem wlasnym F dla wartosci wlasnej N\ wtedy @ tylko wtedy, gdy [V]p jest wektorem
macierzy Mpp(F') dla wartosci wlasnej .

Dowdd. Zauwazmy, ze
[F(9)]s = Mpp(F)[v]s -

Jesli ¥ jest wektorem wlasnym F dla A, to
[F(V)]s = [M]s = Alt]s

1 tym samym
Mpp(F)[V]s = Alv]s |

czyli [v]p jest wektorem wlasnym dla wartosci A dla Mpp(F).
Analogicznie, jesli [¢]p jest wektorem wlasnym dla wartoéci A dla Mpp(F) to

Mpg(F)[v]p = Alt]B

czyli

tzn.
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Latwo sprawdzic, ze

4 0 0] 1 4
-1 5 1| |1| = |4
-1 1 5] (0] [0]
(40 0] [1] [4]
-1 5 1| |0] = |0
-1 1 5] 1] [4]
(4 0 0] [o] O]
-1 5 1| |1| = |6
-1 1 5] [1] [6]

Nie jest to zaskakujace: wiemy, ze mozna przedstawi¢ ja w postaci

4 00 1104 00{|05 05 -0,5
-1 5 1|=|1 0 1|0 4 0{]0,5 -0,5 0,5
-1 15 01 10 0 6| [-0,5 0,5 0,5

T T T
Co oznacza, ze odpowiadajace przeksztatcenie liniowe ma w bazie [1, 1, 0] ; [1, 0, 1} ; [0, 1, 1} ma-
4 0 0

cierz |0 4 0]. No i wiemy juz, ze wartosci wtasne przeksztatcenia nie zalezg od wyboru bazy.
00 6

Wartosci wlasne nie zawsze istnieja.

Przyktad 8.4. Obrét R? o kat 90° (w lewo). Jego macierz wyglada nastepujaco

i

Geometrycznie ,,wida¢”, ze przeksztalcenie to nie ma wektoréw wlasnych, czyli nie ma tez ich jego
macierz.
7 drugiej strony, jesli potraktujemy ja jako macierz nad C, to wtedy

IS e
IR EERIt

Czyli ma (zespolone) wartosci wlasne ¢ oraz —i.

8.2 Macierze podobne

Przedstawienie macierzy M w postaci A“'N A gdzie A to macierz zmiany bazy ma dla nas na razie
sens tylko w przypadku przeksztatcen liniowych. Ale ta wtasnosé jest jakos pomocna réowniez bez
rozwazania konkretnych baz i zmian baz.

Definicja 8.5 (Macierze podobne). Macierze kwadratowe A, B sa podobne, jesli istnieje macierz od-
wracalna C, taka ze

A=C"'BC .
Oznaczamy to jako A ~ B.

Lemat 8.6. Rozpatrzmy macierz odwracalng A = [A1|As| - - |A,]. Jest to macierz zmiany bazy miedzy
bazg B = Ay, ..., A, oraz bazq standardowq E:

A= Mpgg .
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W szczegdlnoscei, dla macierzy kwadratowej M oraz jej macierzy podobnej M' = A~*M A mamy
M' = MpgMMpg .

Oznacza to, Ze dla przeksztatcenia liniowego Fyy indukowanego przez M macierz M’ jest macierzq
tego przeksztalcenia w bazie B.

M' = Mgp(Mpg(F))Mpe = Mpp(Fu)
Dowdd. Niech E: baza standardowa. Przypomnijmy, ze dla bazy B = 4, ..., 7, oraz bazy B’ mamy
Mpp = [(U0)p| - |(Un) 5]

W naszym przypadku . .
Mpp = [A1] -+ A, -

Reszta to proste rachunki. O

Fakt 8.7. Macierze podobne majq te same wartosci wiasne.

Dowdd. Jesli X jest wektorem wlasnym M dla wartosci A, to dla M’ = A"'M A wektor A1 X jest
wektorem wtasnym dla wartosci . ]

8.3 Wielomian charakterystyczny

Lemat 8.8. ) jest wartoscig wlasng macierzy M <= det(M — A1d) =0
Dowad.

A jest wartoscig wlasng M <= J#£0Mv = v <= v #£0M - Ad)jv =0 <
ker(M — A1d) # {0} <= det(M —AId) =0 . [
Definicja 8.9 (Wielomian charakterystyczny). Wielomian charakterystyczny macierzy kwadratowej to:
op(z) = det(A —z1d) .
Wielomian charakterystyczny przeksztatcenia liniowego F' :'V — V to
or(x) = det(Mpp(F) —z1d)
dla dowolnej bazy B przestrzeni V.

Lemat 8.10. Wieclomian charakterystyczny dla macierzy n X n jest wielomianem stopnia n.
A jest wartoscig wlasng macierzy M wtedy 1 tylko wtedy gdy jest pierwiastkiem @y .

Dowdd. Pokazemy przez indukcje troche silniejsza teze: dla macierzy, w ktore kazdym wierszu i
kolumnie najwyzej jeden element zalezy liniowo od parametru x wyznacznik jest wielomianem stopnia
najwyzej n. Jedli w kazdym wierszu i kolumnie jest taki wyraz, wielomian jest stopnia n.

Dowdd to prosta indukcja wzgledem rozwiniecia Laplace’a.

W drugiej czesci zauwazmy, ze @ (A) = det(M — A1d) jest doktadnie wartoécig z Lematu[8.8, O

Lemat 8.11. Wielomian charakterystyczny przeksztatcenia liniowego jest dobrze zdefiniowany.
Dowadd. Checemy pokazad, ze
det(MBB(F) — $Id) = det(MB/B/(F) — xId) s
dla dwéch dowolnych baz B, B'.
Policzmy
det(MBB(F) — X Id) = det(MBB/(MBB( ) — JTId)MB/B)
= det(MBB’(MBB(F>>MB’B -+ MBB/(—JI Id)MB/B)
= det(MB/B/( ) — xMBB/ Id MB’B)
:det(MB/B/( ) —l'Id) ]
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Przyktad 8.12 (Kontynuacja Przyktadu [8.4). Przypomnijmy, ze obrét R? o kat 90° (w lewo).

i

Wielomian charakterystyczny tej macierzy to

A -1
1 -

‘—A2+1.

Wielomian A% + 1 nie ma pierwiastkéw rzeczywistych; ma pierwiastki zespolone: 7, —i.
Rozwiazujac uktad réwnan (nad liczbami zespolonymi)

il

otrzymujemy wektor wlasny dla wartosci wtasnej 7. Analogicznie dla —i.
Przyktad 8.13 (Kontynuacje Przyktadu . Obliczmy wartosci wtasne macierzy

4 00
-1 51
-1 15
W tym celu obliczmy wyznacznik:
4—X 0 0 E_\ 1
-1 5=Xx 1 |[=4-)N) | 1 5_ )\| Rozwiniecie Laplace’a

—1 1 5—A

Czyli wartosciami wlasnymi sg 4, 6. Wektory wtasne obliczamy rozwigzujac odpowiednie uktady
rownan.

8.4 Krotnosci: algebraiczna i geometryczna.

Lemat 8.14. Jesli \ jest wartoscig wlasng dla M, to zbior wektoréw wilasnych dla M to ker(M —M\1d).
W szczegdlnosci jest to przestrzen liniowa.

Uwaga. Formalnie wektor 0 nie jest wektorem wlasnym, ale wygodniej jest go zaliczy¢ tu do wektoréw
wtlasnych, zeby wyszta podprzestrzen.

Oznaczenie: dla ustalonej macierzy M oznaczamy
Vy={V : MV =V} .

Analogicznie dla przeksztatcen liniowych.

Tym samym, aby obliczy¢ wektory wtasne nalezy najpierw policzy¢ wielomian charakterystyczny,
jego pierwiastki i dla ustalonego pierwiastka A policzy¢ ker(M — A1d). Mozna tez oczywiscie bezpo-
srednio probowaé rozwigza¢ rownanie

MX =\X
w zmiennych xq, ..., z,.

Definicja 8.15 (Krotno$¢ algebraiczna, krotno$¢ geometryczna). Dla wartosci wlasnej A krotnosé geo-
metryczna to wymiar przestrzeni wektorow wtasnych dla A, zas krotnosé¢ algebraiczna to krotnosé
pierwiastka A w wielomianie charakterystycznym.
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Fakt 8.16. Krotnosé geometryczna A dla M to wymiar ker(M — A1d).
Lemat 8.17. Krotnosé algebraiczna jest wigksza rowna krotnosci geometrycznej.

Dowdd. Niech krotno$é geometryczna to k. Istnieje wiec k niezaleznych wektorow wtasnych o7, . . ., Uy
dla wartosci wtasnej A\. Popatrzmy na przeksztatcenie liniowe F' indukowane przez macierz M oraz
na dowolng baze B zawierajaca by, ...,b.. Wtedy Mpgp(F') jest podobna do M oraz jest postaci

D M//
[ OA M’}’ gdzie D, jest macierza diagonalna k x k ktorej wszystkie elementy na przekatnej to .

W szczegdlnosci wielomian charakterystyczny tej macierzy to

0o M 0 M —x1d
=|Dy—zId| - |M' —21d
A
=\A—x) |M —z1d]|.
(

R |

Zawiera on (A—x)*, czyli ) jest k-krotnym pierwiastkiem, czyli krotnoéé algebraiczna to przynajmnie;
k. O

Uwaga. Jesli krotno$¢ algebraiczna wynosi 1, to geometryczna tez: nie moze wynosi¢ wiecej, jedno-
czesnie jedli krotnosé algebraiczna A wynosi 1 to det(M — AId) = 0, czyli A jet wartoScia wlasna,
czyli ma krotnos¢ geometryczna przynajmniej 1.

1 00
Przyktad 8.18. M = |0 2 1| ma dwie wartosci wlasne: 1 oraz 2. Krotno$¢ algebraiczna 2 to 2,
00 2
-1 0 0
ale geometryczna to 1: macierz M —2Id = | 0 0 1| ma rzad 2, wigc wymiar jej jadra = wymiar
0 00

przestrzeni wektorow wtasnych dla 2 to 1.

Przyktad 8.19. Przypomnijmy Przyktad i macierz

4 00
-1 51
-1 15
0
Ta macierz ma dwie warto$ci wlasne: 6, wymiar przestrzeni Vg to 1 (rozpieta przez wektor |1]);
1
1 1
oraz 4, wymiar przestrzeni V, to 2 (niezalezne wektory wlasne to np. |1| i [0]).
0 1

W dalszej czesci bedziemy pytac o to, ile wektoréw wtlasnych istnieje i czy moze mozna z nich
utworzy¢ baze.

8.5 Przestrzenie niezmiennicze

Definicja 8.20 (Przestrzen niezmiennicza). Podprzestrzenn V' < V przestrzeni liniowej V jest prze-
strzeniqg niezmienniczg dla F' 'V — V_ jesli F(V') C V.

Lemat 8.21. Niech A\1,. .., \, bedq réznymi wartosciami wlasnymi macierzy M. Wtedy suma (mno-
gosciowa) bez przestrzeni Vy,, ..., V,, jest zbiorem liniowo niezaleznym.

Dowdd pozostawiamy jako ¢wiczenie.
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8.6 Macierze diagonalizowalne, przeksztaftcenia diagonalne

Definicja 8.22 (Macierz diagonalizowalna, przeksztatcenie diagonalne). Macierz M jest diagonalizo-
walna <= jest podobna do macierz przekatniowej.
Przeksztalcenie liniowe jest diagonalne, jesli jego macierz (w jakiej$ bazie) jest diagonalizowalna.

Lemat 8.23. Nastepujoce warunki sg rownowazne dla przeksztatcenia liniowego F :V — V:
1. Mpgp(F) jest diagonalizowalna w pewnej bazie B;
2. Mpp(F) jest diagonalizowalna w kazdej bazie B;
3. Mpg(F) jest diagonalna w pewnej bazie B.
Dowad. Intuicja jest taka, ze to sa zmiany bazy.
3 = 2 Skoro Mpp(F) jest diagonalna, to z definicji
Mpp/(F) = MppMpp(F)Mpp
i tym samym Mp g (F') jest diagonalizowalna w kazdej bazie B'.
2 = 1 Oczywiste.
1 = 3 Niech Mpp(F) bedzie diagonalizowalna, czyli Mpg(F) = A"'DA. Zauwazmy, ze
D = AMgg(F)A™! .
Zdefiniujemy baze B’ tak, aby Mpp = A. Wtedy
D = AMpg(F)A™!
= Mpp Mpp(F)Mpp
= Mpp/(F) .
Taka baza istnieje: i-ta kolumna A™' = Mpp to (b))5. O
Twierdzenie 8.24. Nastepujgce warunki sqg rownowazne dla macierzy kwadratowej M rozmiaru nxn:

1. M jest diagonalizowalna
2. M ma n niezaleznych wektorow wtasnych

3. Suma wymiaréw przestrzeni wartosci wtasnych Vy macierzy M wynosi n.
Analogiczne twierdzenie zachodzi tez dla przeksztatcen liniowych.
Dowod nieobowigzkowy, dla zainteresowanych.
Dowéd. 1 = 2 Skoro M jest diagonalizowalna, to istnieje A, A~ oraz macierz przekatniowa D takie

ze

M=A"DA .
Oczywiscie D ma n niezaleznych wektorow wlasnych (konkretnie: El, ey En) i w takim razie,
analogicznie jak w Fakcie , wnioskujemy, ze A'E;,..., A7'E, sa wektorami wlasnymi M
dla odpowiadajacych wartosci whasnych. Latwo sprawdzi¢, ze s to po prostu kolumny A~1.

2 = 3 Niech ‘71, e ,Vn to niezalezne wektory wiasne M. Wystarczy zauwazy¢, ze dim V) to liczba
wektoréw sposrod Vi, ..., V,, ktére odpowiadaja wartosci A\. Suma wymiaréw V), po réznych A

wynosi przynajmniej n, jednoczesnie z Lematu nie moze wynosi¢ wiecej niz n, bo suma
baz przestrzeni V, jest zbiorem liniowo niezaleznym, czyli ma wielko$¢ najwyzej nn.

3 = 1 Rozwazmy bazy poszczegdlnych przestrzeni V), niech w sumie dajg one uktad Ay,..., A,. Z
Lematu ten uktad jest liniowo niezalezny, czyli jest baza. Zdefiniujmy A~ = [A{|---|A,].

Latwo sprawdzi¢, jak w Fakcie ze
M =A"'DA

gdzie D jest macierzg diagonalng majacg na pozycji it wartos¢ wlasng dla wektora A;. O]
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8.7 Macierz Jordana

Zajmiemy sie obecnie problemem, jak bardzo macierz moze nie by¢ diagonalizowalna. Zauwazmy, ze
w przypadku liczb zespolonych kazdy wielomian ma pierwiastek, w szczegdlnosci wielomian charak-
terystyczny kazdej macierzy ma pierwiastek, czyli kazda macierz zespolona ma wektor wtasny.

Definicja 8.25 (Klatka Jordana, macierz Jordana). Klatkg Jordana nazywamy macierz postaci

A1 o0 -0
00X 1 - 0
00 -+ A 1
0 0 - 0 A

Macierza Jordana nazywamy macierz postaci

Ji
J2

Jk

gdzie Jy, Jo, ..., Jp sa klatkami Jordana.
Wazine \ € C, tj. moze by¢ liczba zespolong.

Fakt 8.26. Klatka Jordana J rozmiaru k X k ma jedng warto$¢ wlasng: A, o krotnosci algebraicznej
k oraz geometrycznej 1.

Dowdd pozostawiamy jako ¢wiczenie. Jest to w pewnym sensie najgorszy przypadek, jesli chodzi
o wartosci wlasne.

Twierdzenie 8.27. Kazdg macierz M o wartoSciach w C mozna przedstawic¢ w postaci
M=A"1JA
gdzie J jest macierzq Jordana a A jest macierzq odwracalng (o wartosciach w C).

Uwaga: rozne klatki moga by¢ dla tej samej wartosci \.

Przyktad/Zastosowanie 8.28. Przypomnijmy sobie macierz odpowiadajaca rekurencji na liczny Fibo-

nacciego.
01
11

=22 —x—1.

Policzmy jej wielomian charakterystyczny:

—x 1
1 1—2

Pierwiastki to @, # Czyli macierz jest postaci

L[
[ pala
2

n-ta potega tej macierzy to

(52)" o

o (=)
To w szczegdlnoéci méwi nam, jak wyglada wyraz ogdlny: jest postaci a (\/5“)” +b (_‘/5’“)”, dla
odpowiednich wartosci a, b.

A
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Zauwazmy tez, ze A oraz A~! mozna tatwo policzyé: kolumny A~! to wektory wlasne: niech C)
to wektor wtasny dla @ zas Cy dla # Zdefiniujmy A~! := [C}]|Cs]. Aby pokazaé, ze jest to

VB+1
dobrze dobrane A i A~!, wystarczy pokazaé, ze A~} l 2 _\/% .
0 72+

] A oraz M sa rowne,

czyli wystarczy, ze maja te same wartosci na C1, Cy:

V541 0 V5+1 0
AL l (2) \/gH] AC; = AL [ 8 ] B bo A odwrotna do A~

—V5+1
2 2
V5+1
-]

= Ol bo A_1 = [01|02] .

Analogicznie liczymy dla Cs.
Uzywajac macierzy Jordana mozemy poda¢ rozwigzanie ogolne dla kazdej zaleznosci tej postaci
(tzn. rekurencji liniowej).

8.8 Macierze symetryczne

Definicja 8.29 (Macierz symetryczna). Macierz jest symetryczna, jesli M = M™.
Twierdzenie 8.30. Macierz symetryczna z My« (R) ma n niezaleznych wektoréw wtasnych (nad R).

Dos¢ techniczny i zmudny dowdd pominiemy.



Rozdziat 9

PageRank

Na podstawie pracy Kurt Bryan i Tanya Leise ,,The $25,000,000,000 eigenvector. The linear algebra
behind Google.” SIAM Review, 48:3 (2006) 569-581.

9.1 Macierze sasiedztwa, ranking

Modelujemy internet jako graf: zbiér wierzcholtkéw to strony, (skierowane) krawedzie to linki miedzy
nimi (krawedz z i do j oznacza, ze jest link ze strony ¢ do j). Naszym celem jest skonstruowanie
rankingu, tj. przypisanie kazdej stronie jej “waznosci” w sieci. Chcemy to robié¢ na podstawie linkow,
kazdemu przypisujemy sume gtoséw 1. Zakladamy, ze graf nie ma ,petli”, tzn. krawedzi z ¢ do 7.

Definicja 9.1 (Znormalizowana macierz sagsiedztwa). Dla grafu G o wierzchotkach 1,2, ..., n niech d, ;
oznacza liczbe krawedzi z j do i (moze to by¢ 0), za$ m; liczbe krawedzi wychodzacych z j (= 3, d,; ;).
Znormalizowana macierz sgsiedztwa M(G) to macierz (my ;)i j=1...n, gdzie
d’l7j

m;; = — .

m;

Zauwazmy, ze liczby w kolumnie sa nieujemne i jesli istnieje cho¢ jedna krawedz, to sumuja sie
do 1. W dalszej czeséci bedziemy sie zajmowaé grafami, ktore nie maja wierzchotkéw bez krawedzi
wychodzacych. Odpowiadajaca macierz nazywamy macierzg stochastyczng.

Definicja 9.2 (Macierz stochastyczna, wektor stochastyczny). Wektor jest stochastyczny, jesli jego
wspolrzedne sa nieujemne i sumuja sie do 1.

Macierz kwadratowa M jest (kolumnowo) stochastyczna, jedli kazda jej kolumna jest wektorem
stochastycznym.

Fakt 9.3. Iloczyn dwdch macierzy stochastycznych jest macierzq stochastyczng.
Jesli My, ..., My sqg macierzami stochastycznymi oraz o, ..., qr sq liczbami nieujemnymi, spet-
niajgcyms y ; o; = 1, to

k
Z OéiMi
i=1

tez jest macierzq stochastyczng.

Prosty dowdd pozostawiamy na ¢wiczenia.

Potegi znormalizowanej macierzy sasiedztwa majg naturalng interpretacje: wyraz ¢, 7 macierzy
MP* jest niezerowy wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje $ciezka dtugosci k w grafie sasiedztwa z j do i.
To stwierdzenie ma doktadniejsza, iloSciowa wersje:

Lemat 9.4. Niech M bedzie znormalizowang macierzq sqsiedztwa za$ V wektorem stochastycznym.
Wtedy M*V to rozktad prawdopodobieristwa procesu losowego:

krok 0 W kroku O losujemy wierzcholek poczgtkowy wg. rozkladu wyznaczonego przez \7, tj. wierz-
chotek i jest wylosowany z prawdopodobienstwem v .

67
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krok & W kazdym kolejnym kroku, jesli jestesmy w wierzchotku v, wybieramy z takim samym praw-
dopodobienstwem jednqg z krawedzi wychodzgcych z v.

Dowdd. Dla k = 0 poprawnos¢ wynika wprost z definicji: skoro losujemy wg. prawdopodobienstwa
zadanego przez V = MV,
Zauwazmy, ze wystarczy pokaza¢ dowdd dla k = 1, bo reszta wynika wprost z indukcji:

M* YW = M(M*V)

i mozemy teraz potraktowaé¢ M kY jako wektor rozktadu prawdopodobienstwa po k krokach.
Dla k = 1: prawdopodobienstwo znalezienia si¢ w ¢: nalezy zsumowac¢ po wszystkich j prawdo-
podbienstwo, ze byliSmy w j (czyli v;) i przeszliSmy z j do i (m;;):

Z mi jUj
j

ale to jest doktadnie i-ta wspotrzedna M V. [

Definicja 9.5. Ranking dla macierzy stochastycznej M to wektor ﬁ, taki, ze MR = R oraz >oiri = 1.
Rankingiem wierzchotka grafu jest odpowiadajgca wspolrzedna tego wektora.

Innymi stowy, jest to wektor wlasny dla wartosci 1.

Uwaga. Ranking to ,stabilny” rozktad prawdopodobienstwa, w tym sensie, ze odpowiada prawdopo-
dobienstwu znalezienia sie w danym wierzchotku po duzej liczbie krokéw (ta intuicja niestety jest
zawodna z paru powoddw).

Uwaga. Zauwazmy, ze zamiast Y ; r; = 1 moglibyémy wzia¢ dowolng inng niezerowa liczbe, ale dla 1
to daje tadng interpretacje probabilistyczna.

Chcieliby$my, zeby ranking istniat, byt jedyny oraz byl nieujemny.
Lemat 9.6 (Istnienie rankingu). Macierz stochastyczna ma wartosé wtasng 1.

Dowéd. Wiemy, ze macierz M i M7 maja te same wartoéci wlasne. Popatrzmy wiec na macierz M7,
Latwo sprawdzi¢, ze wektor [1,1,...,1]T skladajacy si¢ z samych jedynej jest wektorem wlasnym dla
wartodci 1: i-ty element w MT[1,1,...,1]T = ([1,1,...,1]M)T to

J J

Fakt 9.7. Jesli w grafie, ktory nie ma wierzcholkéw bez wychodzgcych krawedzi, istniejg dwa rézne
podzbiory wierzchotkow, z ktorych nie ma krawedzi wychodzgcych poza ten zbior, to ranking nie jest

jedyny.

Uwaga. W praktyce, graf internetu nie byt spéjny (teraz by¢ moze juz jest).
Poza tym wiszace wierzchotki sa problemem.

Dowod. W jezyku wartosci wtasnych: dimV; > 1.

Silng spdjng skladowq V' grafu nazywamy zbiow wierzchotkéw grafu, taki ze dla kazdych i,j € V'
istnieje Sciezka (skierowana) z i do j oraz z j do i. Latwo zauwazy¢, ze relacja bycia w jednej
silnie spojnej sktadowej jest relacja réwnosci. Co wigcej, istnieje przynajmniej jedna silnei spdjna
sktadowa, ktora nie ma krawedzi wychodzacych do innych wierzchotkéw: w przeciwnym razie kilka
silnie spojnych sktadowych bytoby w istocie jedng silnie spdjng sktadowa.

Niech V; bedzie silnie spdjna sktadowsy bez krawedzi wychodzacych. Rozpatrzmy M7, gdzie M
jest znormalizowana macierza sasiedztwa. Wtedy wektor majacy 1 na wspoétrzednych z V; oraz 0
gdzie indziej jest wektorem wlasnym dla wartosci 1 dla macierzy M7T. Dowdd jest taki sam jak dla
przypadku, ze wektor zlozony z samych jedynek jeest wektorem wtasnym dla M7,

Graf spetniajacy warunek lematu ma przynajmniej dwie takie silnie spdjne sktadowe: jesli ma
dwa zbiory wierzchotkéw U, U’ bez krawedzi wychodzacych (poza U, U’), to silnie spéjne sktadowe
wierzchotkéw z U, U’ zawieraja sie w, odpowiednio, U, U’. Ale wtedy w kazdym ze zbioréw U, U’ jest
przynajmniej jedna silnie spéjna sktadowa bez krawedzi wychodzacych. O]
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9.2 Macierze dodatnie, PageRank

Aby zapewni¢ te warunki, zajmiemy sie inna macierza: dla znormalizowanej macierzy sasiedztwa M
rozmiaru n X n oraz liczby 0 < m < 1 definiujemy

11 1
11 1
n n n
M=01-m)M+m- .
11 1
n n

Dla odpowiedniej wartosci m ranking tej macierzy to PageRank.
Fakt 9.8. Macierz M’ jest macierzq stochastyczng.

Uwaga. Macierz ta ma naturalng interpretacje jako proces losowy: w kazdym kroku z prawdopodo-
bienstwem 1—m losujemy krawedz wychodzaca, zas z prawdopodobienstwem m losujemy jednorodnie
jeden ze wszystkich wierzchotkow.

Uwaga. Ponizsze definicje oraz dowody dla macierzy dodatnich sa prostszym wariantem ogdlniejszego
twierdzenia Frobeniusa-Perrona i jego dowodu.

Definicja 9.9. Méwimy, ze macierz A jest dodatnia, co zapisujemy A > 0, jesli wszystkie jej elementy
sg dodatnie.

Lemat 9.10. Jesli A > 0 i jest kolumnowo stochastyczna oraz AV =V toV >01ubV <0.

Dowaod. Zatézmy, ze V ma wspoétrzedne roznych znakéw. Wtedy

Z |Uz| > ZUZ'
7 7

(9.1)

Skoro V = AV to
vV = Z CLZ'J'U]‘ .
J
Zgodnie z wezesniejsza obserwacja (9.1) mamy
> v
J
<D aijlv|
J

|Uz" =

Sumujac po ¢
D il <03 il
i i g
=2 Il Daiy
j %

——
kolumna stochastyczna

ZZ\UH-
J

Sprzecznosé.
Pozostaje sprawdzi¢, ze nie ma wspotrzednej zerowej. Ale w sumie

Vi =) v
j

wszystkie a; ; sg dodatnie. Jesli cho¢ jeden v; jest dodatni, to réwniez v; jest. A nie moga by¢ wszystkie
zerowe (bo wtedy caly wektor V' jest zerowy.) [
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Lemat 9.11. Dla dwdch niezaleinych wektorow 57’ T e R" istnieje ich kombinacja liniowa, ktora ma
pozycje roznych znakow.

Dowdéd. Jedli ktorys z S , T ma pozycje mieszanych znakéw, to teza trywialnie zachodzi. W dalszej
czesci zaktadamy wiec, ze g, T > 0.

Nazwijmy sktadowe SiT przez Si,...,S, oraz ti,...,t,. Jesli dla ktorejs wspotrzednej mamy
s; = t; = 0, to usuwamy ja z obu wektoréow; zauwazmy, ze musialty nam zostaé¢ przynajmniej dwie
wspotrzedne. Oznaczmy o; = %7 jesli t; = 0, to a; = +00. Zauwazmy, ze nie mogg by¢ wszystkie
réwne:

o jako ze T jest niezerowy, to ktores z t; # 0, czyli nie jest tak ze wszystkie aq, ..., a, to +00

e jesli mamy ag = ap = -+ = a,, to wtedy S = ozlf, co przeczy ich niezaleznosci
Wezmy teraz a ¢ {a,...,q,}, takie ze istnieja o, a; spelniajace a; < o < ;. Wtedy S — aT ma
na wspotrzednej ¢ liczbe ujemna, a na j: dodatnia. O

Twierdzenie 9.12. Dla stochastycznej macierzy dodatniej A mamy dimV,; = 1.

Dowdd. Wiemy z Lematu 0.6] ze dimV; > 1. Zalozmy wigc, ze wynosi przynajmniej 2. Wtedy
istniejg S, T € V;. Ale w takim razie z Lematu istnieje W eV, ktory ma zaréwno dodatnie
jak i ujemne wspoéltrzedne. Ale to jest sprzeczno$é z Lematu 9.10] O

9.3 Grafy silnie spdjne

Jesli dany na wejéciu graf jest silnie spéjny (czyli z kazdego wierzchotka da sie doj$¢ do kazdego
innego), to mozna pokazaé, ze dim V; = 1 nawet dla znormalizowanej macierzy sasiedztwa.

Definicja 9.13. Méwimy, ze graf jest silnie spojny, jesli dla kazdej pary wierzcholkéw i, j istnieje
Sciezka z i do j (oraz z j do i).

Cho¢ wyglada niewinnie, w praktyce jest to bardzo silne zatozenie.

Lemat 9.14. Dia znormalizowanej macierzy sqgsiedztwa M grafu silnie spojnego o n wierzchotkach
macierz % S M jest dodatnig macierzq stochastyczng.

Dowdd. 7 Faktu mamy, ze tak zdefiniowana macierz jest stochastyczna.

Przypomnijmy, ze w M* element ij jest niezerowy wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje éciezka z j do
i dtugosci doktadnie k. Skoro graf jest spojny, to miedzy kazdg parg wierzchotkéw 7, ¢ istnieje $ciezka
dtugosci najwyzej n — 1. W takim razie dla pewnego k < n — 1 mamy, ze element ij macierzy M*
jest dodatni. (Dla i = j korzystamy z tego, ze M° = Id) O

Lemat 9.15. Jesli V jest wektorem wilasnym znormalizowanej macierzy sgsiedztwa dla wartosci 1,
to jest nim tez dla macierzy + 3" M.

—

Dowéd. Zauwazmy najpierw, ze MV = 1'V = V. Wtedy

i
L

—

(tv)r-

~ S
I [l
o - o
<u /i\
<
SN—

1S3= 3= 3|
3
<

]

Twierdzenie 9.16. Jesli graf jest spojny, to jego znormalizowana macierz sqgsiedztwa ma dimVy = 1.
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Dowéd. Wiemy z Lematu [0.6] ze dimV; > 1.

Rozpatrzmy macierz + 37~ M. Oznaczmy przestrzen jej wektoréw whasnych dla wartosci wlasnej
1 przez V. Z Lematu kazdy wektor wtasny M dla wartosci 1 jest tez wektorem tej macierzy, czyli
1 < dimV; < dimV). Z Lematu ta macierz jest stochastyczna dodatnia i z Twierdzenia m

wymiar jej przestrzeni wektoréw wlasnych dla wartosci 1 to jeden, tj. dimV] = 1 i tym samym
1 =dimV) =dimV;. O

9.4 Obliczanie rankingu

Pozostaje powiedzie¢, jak mozna policzy¢ ranking dla macierzy stochastycznej dodatnie;j.
Niech A bedzie dodatnig macierza kolumnowo stochastyczna.

9.4.1 Uktad réwnan

Najprostsza obserwacja, to ze skoro wymiar dimV,; =1,

Fakt 9.17. Niech A > 0 bedzie macierzqg kolumnowo stochastyczng. Uktad rownan

(A-IDX = 0
20T 1

ma doktadnie jedno rozwigzanie.

Dowéd. Zbiér rozwigzan réwnania (A — Id)X = 0 ma wymiar 1, (pokazalismy juz, ze taka jest
krotno$é geometryczna wartosc wlasnej 1) tatwo sprawdzié¢, ze dokladnie jeden z tych wektoréw
spetnia dodatkowy warunek ), x; = 1: wezmy dowolne 1% spelniajace pierwsze réwnanie, wszystkie
inne sa postaci oV dla o € R i maja one wtedy sume wspéhrzednych o (3, v;). Widaé, ze dla
doktadnie jednego o (= 1/, v;) ta suma wynosi 1. ]

Ten uktad mozna wigc rozwiagzaé problematyczny jednak jest jego rozmiar.

9.4.2 Metoda iteracyjna.

Alternatywnie, chcemy pokazaé¢, ze mozna to policzy¢ jako granice (M’ )kv (dla sensownie wybranego
V).
WeZzmy dowolny wektor V' > 0 o sumie wspotrzednych 1, niech R bedzie rankingiem. Policzmy:

Chcemy wiec sprawdzi¢, jak sie zachowuje M k(V R) W ogélnosci cigzko cos powiedziec, ale za-

uwazmy, ze skoro suma wspotrzednych V Rtol,toV — R ma sume wspoirzednych réwng 0; analo-
gicznie, réwniez suma wspotrzednych M kV oraz M*R = R jest rowna 1, czyli M k(V R) ma sume
wspotrzednych rowng 0.

Zdefiniujmy V_g: przestrzen liniowg wektorow, ktorych wspotrzedne sumuja sie do 0:

VZOZ{[ﬁl,...,Un]T : ZUzZO} .

Fakt 9.18. M*(V — R) € V_,.

Chcemy co$ powiedzie¢ o , granicy” M W dla W € V_q. Skoro jest granica, to jest potrzebna
jakas odlegltosc.
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Definicja 9.19. Norma /; | - ||, wektora V = [d, ..., 7,]" to

VIl = > lwil -
i=1
Prosty dowod pozostawiamy jako ¢wiczenie.
Tak zdefiniowana norma nie ro$nie przy stosowaniu macierzy stochastycznych:
Fakt 9.20. Niech A bedzie macierzq stochastyczng. Wtedy dla dowolnego wektora 1%
AV < [[V]l1 -
Lemat 9.21. Niech A bedzie dodatnia macierzq stochastyczng. Niech

a= max (1 —2 min a;,) .
1<5< n <i<m "

Niech 0 £V € V_o. Wtedy
1AV, < alV], -

Uwaga. Niejawnie zaktadamy, ze n > 1, zeby a bylo dodatnie.

Dowdd. Niech V' = [vy,...,v,]7. Niech sgnz oznacza znak z, tj. 2 > 0 = sgn(z) = 1L,z <
0 = sgn(z) = —1. Oznaczmy W = AV, niech W = [wy, ..., w,]". Jesli W = 0 to teza oczywiscie
zachodzi.

Wil = 3 f
= isgn(wi)wi
= D_sen(wi) 3 ai;v;
i j
= zj: v; Y sgn(w;)a

i

SZI%I-
J

Z sgn(w;)a; ;

Zauwazmy, ze y_; a;; = 1 oraz ze wy, ..., w, nie s wszystkie tego samego znaku, bo 0 #* W e V_o.
Czyli 0 < | Y;sgn(w;)a; ;| < 1 —2minj<i<pa;; < a, bo od Y;a;; odejmujemy przynajmniej dwa
elementy.

R
i

> sgn(wi)ai;| <Y |vsl-a
: j

=a|[V| O

Niestety, warto$¢ a moze (w ogélnosci) byé wielomianowo mata w stosunku do grafu (zwlaszcza
przy wielokrotnych krawedziach), np. dla macierzy M’ z PageRank wynosi ona ©(1/n). Sprawia to,
ze w ogoblnosci trzeba policzy¢ wielomianowo wiele iteracji, by zmniejszy¢ dwukrotnie odlegto$é¢ od
rozwigzania. W praktyce jednak nie jest to potrzebne, w szczegdlnosci mozna to pokazaé dla macierzy
M' 7z PageRank:

Lemat 9.22. Niech A > 0 bedzie macierz stochastyczng (niekoniecznie dodatnig!) rozmiaru n X n a
P macierzq stochastyczng n X n postaci

S =3 =
c S-S
33—

S e
I
Sl e
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Dla liczby rzeczywistej 0 < m < 1 niech M, oznacza macierz
M,, = (1 —=m)A+mP ,
wtedy dla wektora Ve V_o zachodzi
1MV < @ =m)|[V];

Prosty dowdd pozostawimy jako ¢wiczenie.
Zauwazmy tez, ze obliczanie M’V jest prostsze ze wzgledu na strukture M’: nasza dodatnia
macierz stochastyczna jest w istocie macierza

11 1
Tt 1
(L—m)M+m|" " i
11 1
Wtedy:
11 1
T 1 1
MV =0-=mMV+m|" " "V

=
Sl e
=

3333

=(1-—mMV +

Zauwazmy, ze ten iloczyn liczy si¢ duzo prosciej: macierz M jest dos¢ rzadka. Co wigcej, liczenie
mozna zréwnolegli¢ (kazdy element MV moze by¢ liczony osobno).

9.5 Dowadd zbieznosci przy uzyciu macierzy Jordana

Pokazemy, ze zbieznos¢ metody iteracyjnej wynika z tego, ze kazda macierz jest podobna do macierzy
Jordana.
Zdefiniujmy najpierw granice macierzy:

Definicja 9.23. Ciag macierzy Ay, ustalonego rozmiaru ma granice (punktowo) A, jesli dla kazdych
1 S ’l,j Sj zachodzi llmkg)oo(Ak)Z,J = Ai,j-
Analogicznie definiujemy granice wektoréw.

Przy mnozeniu wektora przez macierz mozna ,,przechodzi¢ do granicy”:

Lemat 9.24. Jesli limy_.o A = A to

—

lim A,V = AV

k—o0

Dowo6d wynika z ciggtosci mnozenia i dodawania.
W takim razie, zamiast liczy¢

lim (M')*V
k—o0
dla macierzy PageRank oraz pewnego wektora ‘7, mozemy skupi¢ sie na policzeniu

lim (M')*

k—o0
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Korzystajac z tego, ze M’ = AJA™! dla pewnej macierzy Jordana .J, pozostaje nam policzy¢

lim (AJA™) = A (lim J’“) A

k—o0 k—o0

Powinnismy wigc zrozumieé, jakie moga by¢ wartosci wtasne, a z drugiej, jak wyglada granica dla
jednej klatki Jordana.

Lemat 9.25. Jesli A jest dodatnig macierzq stochastyczng, to:
o krotnosé algebraiczna wartosci wlasnej 1 wynosi 1;
o A nie ma warto$ci wtasnej o module wiekszym niz 1;
o A nie ma warto$ci wtasnej o module 1 innej niz 1.

Dowaod. Pokazemy pierwszy punkt, pozostate pozostang jako ¢wiczenia.

Niech A = BJB™!, gdzie J jest macierzg Jordana. Wiemy, ze krotno$é geometryczna 1 to 1, tak
wiec jest tylko jedna klatka dla 1, nazwijmy ja J;. Jesli J; ma rozmiar wiekszy niz 1 (co odpowiada
temu, ze krotnosé algebraiczna to wiecej niz 1) to w szczegélnosci w drugiej kolumnie ma wektor
[1,1,0,...,0]7. Bez zmniejszenia ogélnosci ta klatka Jordana (J;) jest w lewym gérnym rogu. Latwo

sprawdzi¢, ze JFE, = [k, 1,0,...,0]7. W takim razie

A¥(BE,) = (BJB~"¥(BE,)
— BJ*B~Y(BE,)
— BJ*BE,

k

Wtedy

B[k, 1,0,....0]" |\ > | BkE:[, — | BE:||:
= k| BE, |\ — | BE:|h

Jako ze B jest odwracalna, to BE; # 0 i w takim razie |BE||; > 0 i w takim razie A*BE, ma
dowolnie duza norme ¢;. Z drugiej strony, wiemy juz, ze ||A*BEs||; < ||BEs||1, sprzecznoéé. H

W takim razie nasza macierz Jordana J wyglada nastepujaco:

1
Ji
Jo

gdzie kazda J; jest klatka Jordana dla wartosdci wtasnej A\; o module mniejszym niz 1. Granica takiej
klatki Jordana to 0:

Lemat 9.26. Niech J, bedzie klatkg Jordana dla wartosci wlasnej A\ € C, gdzie |A\| < 1. Wtedy
limyg_o JX jest macierzq zerowq.
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Dowdd. Niech J) = Id +.J’ bedzie macierza m x m, gdzie

010 0
001 -0
J = :

0 0 0 1
000 0]

Jako ze

VB 64 dla i =1,
’ E’i*l dla 7 > 17

to z prostego dowodu indukcyjnego mamy, ze dla k > 0

L, 0 lai <
(J’)kEi—{O dla® <k,

E,» dlai>k,

Czyli, intuicyjnie, (J')* to macierz, ktéra ma jedynki tylko na k-tej ,,nadprzekatnej”.
Jako ze Id oraz J' komutuja (tj. Id J' = J'1d), to

k
i=0 \!
Skoro macierz jest rozmiaru m x m, to (J')¥ =0 dla k > m, czyli w tej sumie zostaje
m—1 k ) )
Z ( > (J/)Z/\k—z
i=0 \"

Suma jest skonczona, przy liczeniu granicy mozna policzy kazdy z elementéw osobno. Zauwazmy, ze

dla ustalonego ¢ granica
k )
lim (,)A’H =0 .
k—oo \ 7

Czyli cala granica to macierz zerowa. O]
Niech A = BJB~!. Wtedy
lim A* = lim BJ"B™!
k—o0 k—ro0
= B(lim J*)B™!
k—o00
= BlllBil
Niech B = [By| - - - | B,], rozpatrzmy baze By, . .., B,. Latwo sprawdzi¢, ze B~*B; = E; Rozwazmy
dowolny wektor V', przedstawmy go jako kombinacje

Wtedy
: kY7 v .
klggo<A V)= BluB ;%BZ
= ZaiBlnﬁi
=1
= &1B111§1

= a1 By
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Zauwazmy, ze bez zmniejszenia ogélnosci mozemy zatozy¢, ze él to ranking (bo oba sa wektorami
wlasnymi dla wartosci wlasnej 1, kwestia przeskalowania). Podstawiajac pod V' dowolny wektor
stochastyczny dostajemy

dla pewnej statej ;. Jednoczeénie wiemy, ze A* jest stochastyczna, wiec (Ak‘?) jest wektorem sto-
chastycznym, granica wektoréw stochastycznych jest stochastyczna (ciagto$¢ sumy), czyli oy = 1, co
nalezato pokazac.



Rozdziat 10

(Standardowy) iloczyn skalarny

10.1 Standardowy iloczyn skalarny

Definicja 10.1 (Standardowy iloczyn skalarny). Dla przestrzeni R™ oraz wielu F™ (ale nie C") definiu-
jemy iloczyn skalarny jako:

zauwazmy, ze
ViU =V U]

W wielu wypadkach nie bedziemy rozréznia¢ pomiedzy skalarem a macierza 1 x 1: cho¢ formalnie
jest to naduzycie, owocuje duzo prostsza notacja. Dla C™ definiujemy za$:

Dla R"™ czy C" mozemy go uzy¢ do zdefiniowania (standardowej) dtugosci, odlegtodci oraz prostopa-
dtosci, kata:

dlugos$é Diugos$¢ (norma) wektora v to
V)=V -7
odleglos$é Odlegto$¢ miedzy wektorami u, v to
17— V|
kat Kat miedzy wektorami U,V to a € [0, 7] speliajace warunek

V.U

COStY = ————=—
VI - [IU]]

prostopadlosé Dwa wektory U , 1% sg prostopadte, co oznaczamy jako V.U , jesli
V.-U=0
Ta definicja prostopadtosci okaze sie przydatna nawet wtedy, kiedy kat czy dtugo$é¢ nie maja
wiele sensu.
W dalszej czesci bedziemy sie zajmowac iloczynem w wersji bez sprzezenia.
Fakt 10.2. Standardowy iloczyn skalarny jest:
1. liniowy wzgledem kazdej wspdlrzednej (dla wersji dla C: dla pierwszej wspolrzednej)

77
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2. symetryczny, tj. U-V=V-U (wersja nad C: antysymetryczny).
Prosty dowdd wynika wprost z definicji.
Lemat 10.3 (Cauchy-Schwartz). Dia U,V € R zachodzi nieréwnosé
0-vV<|U]- V]
i rownos¢ zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy U , 1% sq lintowo zalezne.
Dowod pozostawiamy jako ¢wiczenie.

Definicja 10.4 (Wektory prostopadte). Dwa wektory (7, 1 sg prostopadle, gdy U-V=0. Zapisujemy

to tez jako ULV.

Lemat 10.5. Dla przestrzeni R™ podane powyzej definicje diugo$ci, prostopadtosci i kqta miedzy
wektorami pokrywajq sie z tradycyjnymi.

Dowdd. Dla wektora V = [vy, ..., v,]7 jego dtugo$é to /37, v2, jednoczesnie

V-V=[v,. .00 Jor, .. 0T

co nalezato pokazac. L
Co do kata miedzy wektorami: policzmy kwadrat dtugosci wektora U — V:

10—V =0-V.0-V
— 2 — 2 -
= U] +||V[] —20-V

i z Twierdzenia cosinuséw mamy

— —

U-V =cosalU||V|

Skorzystaliémy z Twierdzenia cosinuséw, ktére wymaga troche (nietrudnego) zachodu. Pokazemy,
ze nasze narzedzia pozwalajg policzy¢ te wlasnos¢ bezposrednio:
Sprawdzmy najpierw prostopadtosc:

- ) - - - -
U=Vl =U-=V)-(U=V)
2 L 9 - -
= Ul + Vi -2v-v

[ w takim razie z Twierdzenia Pitagorasa, kat miedzy U , 1% jest prosty wtedy i tylko wtedy, gdy
U-vV=0.

Dla dowolnego kata zauwazmy, ze mozemy bez zmniejszenia ogélnoéci zatozy¢, ze |U]| = ||V = 1.
Gdyby byto tak, ze V = [1,0,0...,0]T oraz U = [z,y,0, ..

Y
— —

., ]¥ to z podstawowej trygonometrii mamy
x = cosq,y = sin a, gdzie « jest katem miedzy V a U, i wtedy V.U = cosa. -

W ogdlnosci cheielibySmy postapi¢ podobnie, w tym celu nalezaloby wyrazi¢ U jako kombinacje
V' oraz wektora prostopadtego Z, nie musi on mie¢ dtugosci 1. Wtedy ponownie z podstawowej

geometrii mamy . . .
U=cosaV + pZ

I w iloczynie skalarnym dostajemy:

—

U-V = (cosaV +p2Z)-V
:cosav-‘?+5‘7-2

=1 =0
=cosa .
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Jedli U nie jest wielokrotnoscia V CO W naszym przypadku oznaczaloby, eV UEe {—1,1} i wtedy
teza i tak zachodzi, to ten wektor mozna odczytac z U: dla U 1% rozpatrzmy dwa wektory:

-V, U-U-V)-V

Ich suma to oczywiscie U , jednoczesnie pierwszy z nich jest zalezny od Va drugi do Vv
U—-U-V)- V- V=U-V-(U-V)-V)-V
=U-V—(U-V)-(V.V)
=(U-V)-U-V-1
0

i zgodnie z tym, co napisaliSmy wczesniej, wspdétczynnik przy V wynosi cosa, a pokazaliSmy, ze
wynosi on U - V. 0

10.2 Dopetnienie ortogonalne
Definicja 10.6 (Dopetnienie ortogonalne). Niech U C F". Wtedy dopelnienie ortogonalne U to:
L= {VeF : Vg, ViW}
Fakt 10.7. Jesli LIN(B) = W to Ve wt wtedy 1 tylko wtedy, gdy 1% jest prostopadty do kazdego
wektora z B.

Dowaod. & Jesli 1% € VVL to w szczegdlnosci jest prostopadly do kazdego wektora z B C W.
© Zalozmy, ze V- B; dla kazdego wektora B; € B. Wtedy dowolny wektor Uew wyraza si¢
jako 3, o B; i dlatego:

7

Lemat 10.8. Niech U C F". Wtedy
o Ut <V jest przestrzeniq liniowq;
. (UYL DU;
Dowéd. « Niech V,V' € UL, czyli
Yuer V-U=V"-TU=0.
Dodajac te dwie réwnosci uzyskujemy

Ve (V4+V)-U=0,

a MNozac pierwszg przez o

VﬁeUCMV'ﬁ: 0.

Czyli U™ jest zamknieta na dodawanie i mnozenie przez skalar, oczywiécie nalezy do niej wektor
0, czyli jest podprzestrzenia liniows.

« Niech U € U. Wtedy dla kazdego V € U+ mamy U -V =0, czyli U € (U+)*. O
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Lemat 10.9. (LIN(V;, ..., V,.))* = ker([Vy] - - - [V,]T).
W szczegdlnoscei, gdy Vi, ..., V,, € B® sq liniowo niezalezne, to dimLIN(Vy, ..., V)t =n —m.

Dowdd. 7 faktu powyzej Ve LIN(\71, ey Vm)L wtedy i tylko wtedy, gdy V1V dla kazdego i =
1,...,m. Jednoczesnie

T T
Vil [V,|TV = V2 V= VQ"V
VI Vv

to doktadnie wektor iloczynow skalarnych kolejnych ‘71, ceey Viz V. W druga strone analogicznie.
Wymiar to prosty rachunek. O]

Whiosek 10.10. Niech W < F". Wtedy (W)+ = W.

Dowdd. Wiemy, ze

Zas wymiar

dim(WH)* =n —dim(WH) =n— (n—m) =m =dimW
co pokazuje teze. O

10.3 Zastosowanie: kody korekcyjne

Liniowym kodem korekcyjnym nazywamy podprzestrzen W < F" dla skonczonego ciata F; zwykle
dobieramy F takie, ze |F| jest potega 2. Niech k = dim W.

Wigkszos¢ klasycznych kodow korekcyjnych to kody liniowe, w tym zapewne najbardziej znane
kody Reeda-Solomona. Kodami liniowymi sa tez kody parzystosci (ktére dodaja bit parzystosci)
czy tez uzywany standardowo kod SECDED (wariant ogélniejszej klasy kodéw Hamminga). Dzieki
temu, ze W = F" nadmiarowos¢ kodu pozwala na poprawianie btedow, najlepsze kody pozwalajg na

poprawianie do {"—’k

2

Kodowanie to przeksztatcanie wiadomosci z Ft w W. Teoretycznie dowolne, w praktyce stosuje
sie jednak macierze: jesli Vi, ..., Vj jest baza W oraz M = [Vi|---|V], to mnozenie przez M (z lewej
strony) jest kodowaniem.

Macierz M nazywa sie macierzq generatorow.

Kody W, W’ sg réwnowazne, jesli wektory z W’ sg uzyskane z wektoréw z W przez ustalong
permutacje wspotrzednych.

Mozna pokazaé (¢wiczenie), ze bez zmniejszenia ogdlnosci kodowanie ,dokleja” do wiadomosci
bity kontrolne:

J bledow; jest to optymalna korekcja.

Lemat 10.11. Dia kodu W istniej réwnowazny kod W' dla ktérego istnieje macierz generatoréw jest

.| Id

postact [M’] .

Dowdéd pozostawiamy jako ¢wiczenie.

Takie kodowanie nazywamy systematycznym. Zauwazmy, ze kodowanie, jak i dekodowanie jest
duzo prostsze dla kodowania systematycznego.

Okazuje sie, ze przy poprawianiu btedéw, czy nawet sprawdzaniu, czy wektor nalezy do kodu,
macierz generatoréw nie sprawdza si¢ za dobrze. Zamiast tego uzywa si¢ macierzy parzystosci:

Dla kodu W kod W+ to kod dualny. Macierz generatoréw kodu dualnego to macierz parzystoéci
oryginalnego kodu. Innymi stowy: P jest macierza parzystosci W wtedy i tylko wtedy, gdy W = ker P.

To pozwala na proste sprawdzenie, czy wektor jest w kodzie. Co wiecej, najlepsze algorytmy
dekodowania zwykle oparte sg na wtasnosciach macierzy parzystosci.



Rozdziat 11

Ogdlny iloczyn skalarny

Chcemy uogdlnié¢ pojecia odlegtosci, prostopadtosci, kata na dowolng przestrzen. W tym celu uogdl-
nimy iloczyn skalarny. W zasadzie to rozwazamy przestrzenie nad R, informacyjnie nad C.

Popatrzymy od innej strony: co musi spelnia¢ funkcja dwoch zmiennych, by by¢ ,iloczynem
skalarnym”.

Definicja 11.1 (lloczyn skalarny). Iloczyn skalarny to funkcja (-, -) : V2 — F (gdzie V jest przestrzenia
liniowg nad F) spelniajaca warunki:
(SK1) liniowa po pierwszej wspotrzedne;j

—

(SK2) symetryczna, tj. (4, v) = (U,4); (np. dla F = R) lub antysymetryczny (i, ) = (¢, @) (np. dla
F=0C).

(SK3) (#,7) >0 dla 7 # 0.

Przestrzen liniowa, ktora ma tak okreslony iloczyn skalarny, nazywamy przestrzeniqg Euklidesowq
(jesli F = R) lub unitarng (jesli F = C).

Uwaga. Ostatni warunek ma sens dla C, bo warto$¢ jest samosprzezona. Dla innych ciat ostatni
warunek moze nie mie¢ sensu.

To pozwala na zdefiniowanie prostopadtosci oraz dlugodci.

Definicja 11.2 (Wektory prostopadte). Dwa wektory w, U sa prostopadle, gdy (i, ¥) = 0. Zapisujemy
to tez jako W L.

Definicja 11.3 (Dtugos¢ i odlegtos¢). W przestrzenie Euklidesowej (unitarnej):
Norma (diugosé) wektora U to ||0]] = /(¥, V).
Odlegtosé migdzy @ a ¥ to norma z (4 — ¥), tj. || — V.

Przyktad 11.4. o Tradycyjny iloczyn skalarny w R™, C" spelnia te warunki.

o W przestrzeni wielomianéw (nad R) jako iloczyn skalarny mozna wziaé¢ catke (po odpowiednim
zakresie):

(u,v) = /u(a:)v(a:)da:

1

o dla zmiennych losowych XY iloczynem skalarnym jest £[X - Y], tj.

(X,Y) =3 X(w) V() Pl .

we
Iloczyn skalarny ma wiele dobrych wtasnosci:
Lemat 11.5. Jesli V jest przestrzeniq Fuklidesowq (unitarng), to:
1. [t = J¢] - [|7]]

81
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2. |(u,v) | < ||d|| - |U]| (Nierownosé Cauchy-Schwartz); réwnosé <= sq liniowo zalezne
3. @+ v < ||d@|| + ||9]| (Nierdwnosé Minkowsky)
4 191 = [ldil} < |7 — o
Dowod. Ad 1: Oczywiste
Ad 2: Jak sa liniowo zalezne, to jasne. Rozwazmy
f#&) =7 —tai]]* >0 .

Ma wartosci $cisle dodatnie.
Po przeksztatceniu
f@t) = |19)* — 2t (¥, @) + ¢*||]|* > 0 .
Patrzymy na
A = 4(7,@)" — 4la|*|17)* <0,
co daje teze.

Przy okazji: rownosé jest tylko wtedy, gdy sa liniowo zalezne.

Ad 3:
@ + 0| = (@ + v, 4 + 0)
= (U, ) + 2 (U, V) + (U, V)
< ll@l* + 2l - 19 + l|1o)*
= (Il + 1lo1)*
Ad 4: Wynika z punktu trzeciego. O

Z nieréwnosci Schwarza (dla liczb rzeczywistych) mamy

IR

Il - 117

I tym samym mozemy zdefiniowaé kgt miedzy wektorami

Definicja 11.6. W przestrzeni Euklidesowej (unitarnej) dla wektoréw u, v kat miedzy nimi to jedyne
takie a € [0, 7], ze
(@, v)
COSOX = 77 o
]| - [|7]

11.1 Baza ortonormalna

Definicja 11.7 (Ukfad (baza) ortogonalny, uktad (baza) ortonormalny). Uktad wektoréw vy,..., 4,
jest ukladem ortogonalnym, jedli dla ¢ # j mamy (0;,7;) = 0. Jest ukladem ortonormalnym, jesli
dodatkowo (7;, 0;) = 1.

Analogicznie definiujemy baze ortogonalng i ortonormalng.

To jest w pewnym sensie odpowiednik bazy standardowej w R™.

Twierdzenie 11.8. Niech V bedzie skoniczenie wymiarowq przestrzeniq Euklidesowq (unitarng). Wtedy
V ma baze ortonormalng.

Dowo6d wynika z bardziej technicznego lematu:

Lemat 11.9. Niech V bedzie skoniczenie wymiarowq przestrzenig FEuklidesowq (unitarng), niech B
bedzie niezaleznym uktadem ortogonalnym. Wtedy LIN(B) = V lub istnieje V' € V \ B, taki ze
B’ = BUA{V'} jest ortogonalny i niezalezny.
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Dowadd. Zauwazmy, ze bez zmniejszenia ogolnosci, mozemy zatozy¢, ze B jest uktadem ortonormal-
nym: wystarczy kazde b € B przemnozy¢ przez skalar ||b]| .
Jesli B = ) to bierzemy dowolny niezerowy wektor z V (jesli V = {0} to teza zachodzi dla B = ().
Jesli LIN(B) =V to teza oczywiscie zachodzi.
Niech wiec LIN B # V. Niech v ¢ W. Rozpatrzmy wektor

=i 3 (505
beB
Nie nalezy on do W (bo jest suma @ oraz wektora z W) i tatwo sprawdzié¢, ze nalezy do W-+:
sprawdzmy, ze jest prostopadtly dla kazdego b € B:

(15 5 @)} = (770) - (7. X (5.9)7)

beB beB

= (0", %) = 3 (b,v) (V,b)

beB —

0 dla b£b”
_ <B’//’1—)»> - <B’//’1—)»> <B’//7B’//>
= <Bz7> - <5’,17
=0
Wtedy B U {5’ } jest niezaleznym uktadem ortogonalnym. O

Dowdéd Twierdzenia [11.8] wynika z Lematu [11.9) przy czym na poczatku bierzemy pusty zbiér
niezalezny.

Lemat 11.10. Niech V bedzie przestrzeniq Euklidesowq (unitarng), ¥4, ..., 0, bazg ortonormalng a
v wektorem wyrazanym w tej bazie jako

Wtedy

Dowoad.

(87
= ; . ]

Lemat 11.11. Niech V bedzie przestrzeniq Fuklidesowq (unitarng). Niech F : V — V bedzie prze-
ksztalceniem linowym, zas B = vy, ..., U, bazqg ortonormalng. Wtedy

Mpp(F) = ((F(¥}),U;))ij=1,..m -
Dowéd. Wiemy z definicji Mpp(F), ze
Mpp(F) = [(Ft1)p|(FVs)g| - - [(FU,) 5]
Teraz pozostaje skorzystaé z LematuI1.10}
(Fiy)s = (FE, ) .. (Fi, 6)]7 . O
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Zauwazmy, ze uzywajac bazy ortonormalnej mozna wyrazi¢ (abstrakeyjny) iloczyn skalarny w ana-
logiczny sposéb jak iloczyn standardowy, trzeba tylko przejsé przez reprezentacje w odpowiedniej
bazie:

Lemat 11.12. Jesli (-,-) jest iloczynem skalarnym na przestrzeni Euklidesowej (lub unitarnej) V,
B = bl, .. b jest bazqg ortonormalng, to

(i, 0) = [t]p - [U] 5
tj. wartosé iloczynu skalarnego (i, V) to standardowy iloczyn skalarny reprezentacji @ oraz U.
W szczegolnosci
[l = [/(@) 5]
przy czym diugo$é po prawej to zwykla diugosé wektoréw w R™ (C™).

Dowdd. Obie strony sg liniowe Wzglgdem obu wspotrzednych, dlatego wystarczy pokazac¢ dla elemen-
tow z bazy, czyli @, v € B. Wtedy [b I = E; i mamy

<l—)»i’gj> _ 1 dla@zj oraz E—;E»] _ 1 dlaZ:j
0 dlai#j 0 dlai#jy

Dla dtugosci zauwazmy, ze

co konczy dowdd. |

11.2 Dopetnienie ortogonalne

Definicja 11.13 (Dopetnienie ortogonalne). Niech U C V bedzie podzbiorem przestrzeni Euklidesowej
(lub unitarnej). Wtedy dopelnienie ortogonalne U to:

L {TEeV : Ve 7L}

Fakt 11.14. Jesli B jest bazg W to © € W wtedy i tylko wtedy, gdy v jest prostopadty do kazdego
wektora z B.

Dowéd. & Jedli 7 € W to w szczegdlnodei jest prostopadly do kazdego wektora z B C W.
& Zatozmy, ze <77, bz-> dla kazdego wektora b; € B. Wtedy dowolne @ € W wyraza si¢ jako >, a;b;

i dlatego:
= <17, Z ozigi>
= Z Q; <27, 5Z>
= ZZ: a; - 0
= OZ . O
Lemat 11.15. Niech U C 'V, gdzie V jest przestrzeniqg Euklidesowq (lub unitarng). Wtedy
o Ut <V jest przestrzenig liniowq;

- Un(U*Y) C{0};
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. (UYHYL D U;
Dowéd.  » Niech v,v' € Ut, czyli
Vuer (v,u) = (V' u) =0 .
Dodajac te dwie réwnosci uzyskujemy
Vuer (v+2,u) =0,

a MNozac pierwsza przez o
Vuev (v ,u)y =0 .

Czyli U+ jest zamknieta na dodawanie i mnozenie przez skalar, oczywiscie nalezy do niej wektor
0, czyli jest podprzestrzenig liniowa.

o JeSliu e UNU" to (u,u) =01 tym samym u = 0. Latwo zauwazy¢, ze 0 € W N0 W,

e Niech u € U. Wtedy dla kazdego v € U+ mamy (u,v) =0, czyli u € (U+)*+. O
Lemat 11.16. Jesli 51, cee by, jest bazq ortonogonalng przestrzeni Fuklidesowej lub unitarnej V, to
LIN(by, ..., bg)" = LIN(by1, ..., bn) .

W szczegolnosci, jesli W < 'V to
dim(W+) = dimV — dim W .

Dowdd. Skoro kazde z I;kﬂ, e ,gn jest prostopadte do wektorow bazy LIN(gl, ce ,gk), to sg prosto-
padle do calej rozpostartej przestrzeni LIN(by, ..., bx) i tym samym

LIN(by, ..., bg)" > LIN(bjs1, ..., bn) -

By sprawdzi¢ réwnosé, rozpatrzmy dowolny wektor ¢ spoza LIN(I;kﬂ, e ,gn); ma on reprezentacje
w bazie B réwna i, o;b; oraz a; # 0 dla pewnego j < k. Wtedy

<gj7 Z aigi> = Z Q; <gj> gz>
) [ ——
0 dla i#j

= a; (b;:5;)
70,

czyli v ¢ LIN(gl, . ,l;k)L. Co konezy dowdd pierwszego punktu.

W drugim punkcie zauwazmy, ze dla W mozna wybraé baze ortogonalng B (Twierdzenie ,
ktéra mozna rozszerzy¢ do bazy ortogonalnej V (Lemat , 7z pierwszej czesci dostajemy wtedy
teze. O

Lemat 11.17. Niech V bedzie skoriczenie-wymiarowq przestrzenig Fuklidesowq (lub unitarng) oraz
niech W < V. Wtedy

o (WHt=wW.
e W+Wt=V
e dla kazdego wektora v € V reprezentacja v = w0 + W, , gdzie w € W i, € Wt jest jedyna.

Dowoad. o Wiemy juz, ze W < (W)L, Reszta wynika z policzenia wymiaru:

dim(WH)* = dim V — dim W+
=dimV — (dimV — dim W)
=dimW
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o Ponownie, wynika to z rachunku wymiaréw:

dim(W + W) = dim(W) + dim(W=) — dim(W N W+)
= dim(W) + dim(W+)
= dim(W) + (dim V — dim W)
=dimV
Czyli
W+W=V.
e Niech B, B, to bazy ortogonalne W, W+, wtedy B U B, jest baza V.

Zalézmy, ze reprezentacja ¥ = @ + W, , gdzie w € W i @, € W+ Nie jest jedyna. Wyrazajac je
jako kombinacje wektorow z B, B, dostajemy dwie rézne reprezentacje v w bazie BU B,. [

11.3 Rzuty i rzuty prostopadte.

Definicja 11.18 (Rzut, rzut prostopadty). Rzutem nazywamy przeksztalcenie liniowe P : V — V takie
ze P? = P. O rzucie P méwimy, ze jest rzutem na podprzestrzer; Im P.
Rzut jest rzutem prostopadlym jesli dla kazdego ¢ mamy P(v)L(7 — P(7)).

Lemat 11.19. Niech V bedzie przestrzenig Euklidesowq (unitarng) ¢ W < V. Rzut prostopadly na
W jest zdefiniowany jednoznacznie.

Niech P :V — 'V bedzie rzutem prostopadiym na W. Jesli 51, ceey by jest bazq ortogonalng W zas
51, e ,gn : przestrzeni V, to

-

n k
=1 i=1

Uwaga. Zauwazmy, ze skoro l;l, e ,gn jest baza, to to definiuje P na calej przestrzeni V.

Dowdd. Pokazemy najpierw, ze rzut prostopadly jest zdefiniowany jednoznacznie (o ile istnieje).
Niech P b@dme rzutem prostopadiym na W Pomewaz Im P =W, todla b dlai < k istnieje wj; takie
ze P(w;) = b;. Wynika z tego, 7e P(b ) = b;. Wezmy b; dla i > k. Wtedy

I
|
TN T
S
S
S
S S
~— ~—

Z tego wynika, ze Pl;i =0dlai> k.
Niech P’ bedzie przeksztatceniem zdefiniowanym jak powyze;j.
Poniewaz wyrazenie w bazie jest jednoznaczne, tatwo zobaczy¢, ze (P')* = P', tj. P’ jest rzutem:

wezmy dowolne ¢, wyraza sie ono jednoznacznie jako suma > ; ai;b; dla pewnych oy, ..., a,. Wtedy

(P = (P (S ai )

P/ ( Oéll_);>
CYZEZ>

Il
Mw

I
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Poniewaz, l;l, . .,gk € W, mamy, ze Im P’ < W i jednocze$nie Im P’ > W, bo P'(I;Z-) = b; dla
1<i<k CzylilmP =W.
Ponadto

(2

(2

OZZ‘Z_); — P < Oézgz> = Z ozigz- € Wt ,

1 1 i=k+1

czyli jest to rzut prostopadty. O]

Whiosek 11.20. Dla wektora ¢ oraz P — rzutu prostopadlego na W — para P(v), ¥ — P(¥) jest
rozkladem ¢ na wektory z W, W+.

11.4 Algorytm Grama-Schmidta ortonormalizacji bazy

Uzywajac terminologii rzutéw mozemy podaé algorytm konstrukeji bazy ortonormalnej (przez orto-
gonalizacje istniejacej bazy).

Dla bazy o, ..., 1, przestrzeni V z iloczynem skalarnym (-, -) algorytm (Grama-Schmidta) orto-
normalizacji bazy wyglada nastepujaco:

Algorytm 1 Algorytm Gram-Schmidta ortonormalizacji

jy

1. 0+ ——— > Normowanie
NG

2: for i+ 2..ndo

3 Uy < U; — Z;;ll (U3, U;) U > Odjecie rzutu na przestrzen rozpieta przez o1, ..., 01

4: if <771, 17Z> =0 then

5: return Wektory sa liniowo zalezne.

6 Uy 4 —aie > Normowanie

(s, 0s)

Uwaga. Ostatni krok, w ktorym ortonormalizujemy kolejne wektory, nie jest w zasadzie potrzebny (i
mozemy dostaé baze ortogonalna), jednak w takim przypadku musimy zmieni¢ odpowiednio wyra-
zenie na rzut prostopadty.

Twierdzenie 11.21. Jesli uklad na wejsciu algorytmu Grama-Schmidta byt niezalezny, to uzyskane
wektory sq uktadem ortonormalnym.

Jesli uktad vy, ..., U; byt zalezny i uktad U7, ..., 0U;_1 byl niezaleiny, to w czasie algorytmu prze-
ksztalcimy ¥; na 0.

Dowdd. Niech ¥, oznacza wektor w czasie dziatania algorytmu, zas v; jego warto$¢ na wejsciu.

Pokazemy przez indukcje, ze po i-tej iteracji petli mamy

 po odrzuceniu wektoréow zerowych, uklad o},..., ¢! jest ortonormalny;

o dla kazdego j mamy LIN(#, ..., ;) = LIN(v}, ..., ¥%).

Z zalozenia indukcyjnego uktad v}, ..., v_; jest ortonormalny, i w takim razie algorytm wykonuje
rzut U; na przestrzen LIN(v},...,v,_;), réwniez z zalozenia réwna LIN(¥, ..., ¥;_1). Ta operacje jest
poprawnie okreslona, bo v'y,...,v;_; to uktad ortonarmalny. Jesli v; € LIN(v;,...,¥;_1), to uzy-
skamy o, = 0. Jedli nie, to uzyskamy wektor prostopadty do LIN(v'q,...,v’;_1) i nastepnie zmienimy
jego dtugosé na 1, czyli uzyskany wektor v] jest ortonormalny.

Co do drugiej czedci, to zauwazmy, ze w i-tej iteracji zamieniamy wektor ¢; na kombinacje liniowa
U; (ze wspétczynnikime 1) oraz wektorow v'y, ..., v";_;. Czyli nie zmieniamy przestrzeni rozpostarte;
przez dowolny podciag wektorow v'y, ..., v';. O

Przyktad 11.22. Dla standardowego iloczynu skalarnego w R* zortonormalizujemy uklad wektoréw
{(4,4,-2,0);(1,4,1,0); (5,—4,—-7,1)}

i uzupelimy go do bazy ortonormalnej.
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Oznaczmy zadane wektory jako v, Us, U3. Dokonamy ortonormalizacji bazy metoda Grama-Schmidta;

niech 7, ¥, U4 to wektory po tym procesie.
Dtugos¢ wektora v to to /16 + 16 + 4 = 6, czyli pierwszy wektor ortonormalny z bazy to

g1 g_(22_10>
1_6 1 — 3737 37 .

Liczymy iloczyn skalarny tego wektora (¢) i wektora drugiego (¥):
2 2 1 2 8 1 9
<017/02> <(3737 37 )a( s Ty Ly ) 3+3 3 3 )

i tym samym
Uy — 30y = (1,4,1,0) — (2,2,—-1,0) = (—1,2,2,0) .

Jego dtugosé to /1 + 4+ 4 = 3 i dlatego
2
7= ~(—1,2,2,0 _(—o>
U2 ( ) Sy Sy ) 37 37 37
Obliczamy teraz iloczyny skalarne (07, v3) oraz (U, U3):

22 1 1 9
) = (2,220 -5—4—71>=10—8 T=2=3
<1)171)3> <<3737 37 )7<a 3 ) ) 3( + ) 3
122 1 27
Uy, U3) ={ (—=,=,=,0 '5—4—71>:—5—8—14:—:—9
<’U27U3> <( 3a3a37 >a( ) ) ) ) 3( ) 3
Obliczamy v5 — 30 + 90,:
22 1 122
5—-4,-7,1)-3(-,-,—=,0)49(—=,-,-,0)| =(>b—2—-3,-4—-2+6,—-7T+1+6,1) = (0,0,0,1
(5. 4,-7.1)=3 (5.5, -5.0)49 (~5:5:5:0) = ( —4=246,-T+1+6,1) = (0,0,0,1)
Wektor ten ma dtugosé 1, czyli
vy = (0,0,0,1).

Aby rozszerzy¢ ten uktad wektoréw do bazy ortonormalnej, nalezy doda¢ do niej jeden wektor (nie-
zalezny) i nastepnie zortonormalizowaé caly uklad. Wezmy wektor vy = (1,0,0,0): ma on niewiele
wspotrzednych i nie wyglada, zeby byt liniowo zalezny od pozostatych:

. 2
<Q_};’U4> = g
. 1
<_§’ 4> = _g
<17:l%7174> =

: g 2 1.
Obliczamy vy — 50 + 375:

(1,0,0,0) — 2 <22 10)+1( 1220)—(1 Pl 4+20+2+20>
e R R 333°) U979 9 9 Ty

Dtugosé¢ tego wektora to:

(4 2 4
9 9'9’

Po przemnozeniu dostajemy

3 /4 24 2 1 2
T4 —_ — . —_ —— = — —_ — =
U4_2 <97 97970) (37 3737())7

ktory to wektor jest dopetnieniem do bazy ortonormalnej.

Lemat 11.23. Jesli baza B powstaje z bazy A przez ortonormalizacje Grama-Schmidta, to Mpga i
Mag sq macierzamsi gornotrojkgtnymi.

Prosty dowdd pozostawiamy jako ¢wiczenie.
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11.5 Zastosowania: geometria

11.5.1 Reprezentacja przez dopetnienie ortogonalna

Dopetnienie ortogonalne jest dobrym sposobem reprezentacji plaszczyzn/prostych itp.: dla danej
plaszczyzny W reprezentujemy ja jako baze W-. Reprezentacja ta jest o tyle dobra, ze mozna tatwo
przecinaé tak zadane przestrzenie: dla Wy, W, ich przecigcie to (Wi + Wi )L, Zwarta reprezentacje
otrzymujemy przez ortonormalizacje sumy baz Wi, Wy

Plaszczyzny reprezentowane sa w ten sposéb jako jeden wektor, czesto w CADach linie trzyma
sie jako przeciecie ptaszczyzn.

11.5.2 Symetrie

Macierz symetrii wzgledem prostej dosé¢ tatwo zada¢ uzywajac rzutu: symetria wzgledem W wyraza
sie jako 2Py — Id.
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Rozdziat 12

Izometrie, macierze ortogonalne

12.1 lzometrie

Definicja 12.1 (Izometria). Przeksztalcenie liniowe F' : V — V na przestrzeni liniowej V z iloczy-
nem skalarnym (-, -), nazywamy izometrig, jesli zachowuje iloczyn skalarny, tj. dla kazdych dwdch
wektoréw u, v € V zachodzi:
(FU, Fi) = (U, 4)

Przyktad 12.2.  « obrét o kat o (na plaszczyznie)

o symetria wzgledem prostej

o symetria wzgledem ptaszczyzny

o symetria wzgledem punktu
Lemat 12.3. Przeksztalcenie F' jest izometrig wtedy i tylko wtedy gdy zachowuje diugosé, tj. dla
kazdego v € V- mamy || F(0)|| = ||7].

Przeksztatcenie F' jest izometrig wtedy i tylko wtedy gdy zachowuje iloczyn skalarny elementow
z bazy.
Dowdd. & Jesli F jest izometria, to w szczegdlnosci (v, 0) = (F (), F(v )> czyli ||U]| = ||F(V)]].

& Jesli F' zachowuje dlugosé, to zachowuje iloczyn skalarny ¢ z v, tj. dla kazdego v mamy
(U,7) = (F(v), F(V)). Podstawiajac za wektor @ + ¢ dostajemy:

(U + 0,4+ v) = (F(d+7),F(d+ 7))

Rozwijajac obie strony z liniowosci:

1Z)* + 1311 + 2@, ) = [|[F@)” + |F@)|° + 2(F(a), F(5))

Poniewaz ||i|| = | F(u)| oraz ||U|| = || F(V)|| dostajemy

Druga czes¢ zostanie pokazana na ¢wiczeniach. n

12.2 Macierze ortogonalne

Definicja 12.4. Macierz kwadratowg nazywamy ortogonalng, jesli jej kolumny sg parami ortogonalne
oraz sa dtugosci 1 (w standardowym iloczynie skalarnym).

Lemat 12.5. M jest ortogonalna wtedy i tylko wtedy gdy M~ = M7T.
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Dowéd. Zauwazmy, ze wyraz ij iloczynu MTM to standardowy iloczyn skalarny i-tej oraz j-tej
kolumny.

6 Jedli M jest ortogonalna, to wyraz ij iloczynu M7 M wynosi 1 dla i = j oraz 0 dla i # j. Czyli
MTM = 1d.

& Jesli M~ = MT to MTM = 1d i tym samym iloczyn i-tej oraz j-tej kolumny M to 0 dla i # j
oraz 1 dla i = j. Czyli kolumny stanowia uktad ortonormalny. O

Lemat 12.6. Macierze ortogonalne sq zamkniete na mnozenie, transponowanie i na branie macierzy
odwrotnej.

Dowaod. Jedli A, B sa ortogonalne, to
(AB)" = B"AT =B 'A™' = (AB)™!

i z tego wnioskujemy, ze rowniez AB jest ortogonalna.
Jedli A jest ortogonalna to

(AT>_1 _ (A—l)—l — A= (AT)T

i w takim razie macierz odwrotng do A’ uzyskujemy przez natozenie na transpozycji, czyli AT tez
jest ortogonalna.
Jesli A jest ortogonalna to

(A—l)—l — A — (AT)T — (A—I)T
i tym samym macierz odwrotna do A~! to jej macierz transponowana, czyli A~! jest ortogonalna. [J

Lemat 12.7. Jesli M jest macierzq ortogonalng, to indukowane przez nig przeksztalcenie liniowe
Ly - V= MV jest izometrig (dla standardowego iloczynu skalarnego).

Dowdd. 7 Lematu wystarczy pokazac, ze Ly zachowuje iloczyn skalarny elementow z bazy
standardowej. Dla E;, E; wiemy, ze E; - E; jest rowny 1 dla ¢ = j oraz 0 dla ¢ # j.

Niech M = [M;|Ms|...|My]. Wtedy ME; - ME; = M; - M; i z tego, ze M jest ortogonalna
wnioskujemy, ze ten iloczyn wynosi 1 dla i = j oraz 0 dla i # 7. O

Lemat 12.8. Jesli F jest izometrig a B = {51, - 75n} bazq ortonormalng to Mpg(F') jest macierzg
ortogonalng. W szczegélnosci, Mpp(F)™t to Mpp(F)T.

Dowdd. Niech

—

Mpg(F) = M = [[F(b)]sl- - |[F(ba)]5]
Rozpatrzmy standardowy iloczyn skalarny i-tej oraz j-tej kolumny Mpp(F), tj.
[F(b:)s - [F(b;)]5 -
Wtedy
[F (b)) - [F(b;)]5 = (F(b:), F(b;)) 7 Lematu
l;i, 5]> F' jest izometria

o jeslii# -
)1 jeslii=4



Rozdziat 13

Macierze dodatnio okreslone:
zadawanie iloczynu skalarnego przez macierz

Jak zadawacé iloczyn skalarny na przestrzeni? Dla zadanej bazy B = vy, ..., 9, iloczyn skalarny jest
jednoznacznie zadany przez macierz M = (a;j); j=1

.....

Wtedy
(@,7) = (@)pM ()5

(Wystarczy sprawdzi¢ z liniowosci dla u = @ oraz v = vj).

Definicja 13.1 (Macierz iloczynu skalarnego, macierz Grama). Dla bazy B = v, ..., ¥, oraz iloczynu
skalarnego (-, -) okreslamy macierz tego iloczynu w bazie B jako

MP = (T, 7)) )ij=t,.m
Lemat 13.2. Niech B: baza przestrzeni z iloczynem skalarnym (-, ). Witedy
(@,0) = ()5 M" (V)5
Dowod wynika z bardziej ogélnych whasnosci.
Popatrzmy na ten problem ogdlniej.

Definicja 13.3 (Funkcjonat dwuliniowy, forma dwuliniowa). Niech V bedzie przestrzenia liniowa nad
cialem F.

Funkcja F': V x V — T jest funkcjonatem dwuliniowym (forma dwuliniowa), jesli jest liniowa po
kazdej wspotrzednej, tj.:

Lemat 13.4. Niech F' bedzie funkcjonatem dwuliniowym a B = vy, ..., U, bazq przestrzeni V. Wtedy
F' jest jednoznacznie zadany przez macierz

'''''

Co wiecej,
[F(a@,0)] = [@]M"(F)[t]s

W szczegdolnosci, dla dwoch funkcjonatow dwuliniowych F,G zachodzi F' = G wtedy i tylko wtedy,
gdy MB(F) = MB(Q).
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Dwdd pojawit sie implicite dla iloczynu skalarnego.
Lemat 13.5. Jesli I jest funkcjonatem dwuliniowym, zas A, B sq dwiema bazami, to
MP(F) = MapM*(F)Mgpa ,
gdzie Mpga to macierz zmiany bazy z B do A.
Dowdd. Oznaczmy MB(F) = MP i MA(F) = M4,
Niech B = v4,...,9,. Funkcje po obu stronach réwnosci sa funkcjonatami dwuliniowymi na F”,
czyli wystarczy sprawdzi¢ réwno$¢ na bazach, czyli na {[t}]p}i=1,.n, co jest prostym rachunkiem:
()5 MP(5;)p = Ef MPE}
= (MP),
= F(v;, v;) O
Jako wniosek otrzymujemy:
Whiosek 13.6. Niech A, B to dwie bazy przestrzeni Euklidesowej. Wtedy
MB =ML MAMp, |
gdzie Mp4 to macierz zmiany bazy.
Fakt 13.7. Dla bazy ortnormalnej B dla iloczynu skalarnego {-,-) mamy MP = Id.
Dowéd. Wyraz i,j macierzy MP to iloczyn skalarny i-tego oraz j-tego wektora dla i = j. Czyli

M?B = 1d. [l

Dla jakich macierzy to jest dobra definicja? Na pewno macierz musi by¢ symetryczna. Tak zadana
funkcja na pewno jest liniowa po obu argumentach. Tak w zasadzie to chodzi o to, zeby zachodzito

(U,7) > 0.
Definicja 13.8 (Macierz dodatnio okre$lona). Macierz M wymiaru n X n jest dodatnio okreslona, jesli
funkcja () : (R")? — R okreslona jako
(@, V) — a4’ M
jest iloczynem skalarnym na R™.
Uwaga. Jesli to jest iloczyn skalarny, to dla bazy standardowej £ dla R™ mamy ME = M.
Fakt 13.9. Macierz M jest dodatnio okreslona wtedy i tylko wtedy gdy:

1. jest symetryczna oraz

2. dla kazdego wektora v # 0 zachodzi
TMT >0 .

Lemat 13.10. M jest dodatnio okreslona <= M = AT A dla pewnej odwracalnej macierzy A.
Takie A mozna efektywnie uzyskac z dodatnio okreslonej symetrycznej macierzy M.
Co wiecej, istnieje takie A, ktore jest gorno-trdjkatne i je rowniez mozna efektywnie uzyskac.

Dowdd. & Jedli M = ATA to MT = (ATA)T = AT A, czyli jest symetryczna.
Zas
v Muv = vT AT Av = (Av)T (Av) .
Poniewaz v # 0 oraz A jest odwracalna, to Av # 0 i dlatego ma cho¢ jedna niezerowg wspéirzedna
i (Av)T(Av) > 0 (bo zawiera kwadrat tej wspolrzedne;j).

& Skoro M jest dodatnio okreslona, to wyznacza iloczyn skalarny. Liczymy baze ortonormalna A
dla tego iloczynu. Wyrazamy w niej ten iloczyn, wtedy M4 = Id. Wyrazamy M = M¥ przy pomocy
MA:

M=MF=ML M Mg, . O

Aby pokazad, ze A jest gorno-tréjkatna, skorzystamy z Lematu [11.23] ktéry pokazuje, ze bazy A

powstatej jako ortonormalizacja bazy E macierz Mg, jest gérnotréjkatna.
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Ale jak to efektywnie sprawdzi¢? (W zasadzie to powyzszy opis juz nam to powiedzial).
Dla macierzy M niech M}, oznacza macierz k x k ktora jest ,w lewym gérnym rogu” macierzy M.

Twierdzenie 13.11 (Kryterium Sylvestera). Symetryczna macierz M jest dodatnio okreslona <~
dla kazdego k = 1,2,...,n macierz My spetnia det(My) > 0.

Dowdd. & Popatrzmy na macierz My oraz na przestrzen Vy rozpigta przez pierwsze k wektoréw
bazowych Ei, ..., Ex. Wtedy M} to macierz iloczynu skalarnego dla przestrzeni V. Czyli My jest
dodatnio okre$lona i w zwiazku z tym M, = AT A dla macierzy odwracalnej i |My| = |AJ* > 0.

S

Rozwazamy funkcjonat dwuliniowy zadany przez M:
F(U, V)= UMV .
Rozpatrzmy tez funkcje, ktére biora jako argumenty wektory wyrazone w konkretnej bazie:
Fp([U]p, [V]p) = F(U,V)
Zauwazmy, ze odpowiadaja one macierzy Mp,
Fy([U), [U]g) = UTMPVT
przy czym z Lematu [13.5] zachodzi MP = ML, MAMps. Co wigcej, M = MP, gdzie E jest baza
standardowa. Zauwazmy tez, ze dowolna taka macierz M? jest symetryczna, bo M¥ jest symetryczna:
(MP)! = (MgpM®Mpg)"
= MgE(ME)T<M£E)T
= ML, MP Mgy bo M¥ jest symetryczna
= MP
Pokazemy przez indukcje, ze M zadaje iloczyn skalarny na przestrzeni V; = LIN(El, cee Ek)

Dla n =1 to jasne:
0< ‘Mly =mi1 = <E1,E1>

i to jest wszystko, czego wymagamy od iloczynu skalarnego.
Dla n > 1 z zalozenia indukcyjnego dostajemy, ze M zadaje iloczyn skglarny na przestrzeni
V,,_1 rozpietej przez | plerwsze n — 1 wektoréw bazowych V,,_; = LIN(El, o _1). Obliczamy baze

ortonormalng B = By,....B,_1dlaV,_; i rozszerzamy ja o E,, uzyskujac bazg B'.
Macierz naszej funkCJl w tej bazie to (formalnie nie wiemy, Ze to iloczyn skalarny)

MP = ML MMpg.

Zauwazmy, ze

det MP" = det M}, det M det My = (det Mpg)*det M > 0.
,Ortogonalizujemy” E, do pozostatych wektoréw, uzyskujac baze¢ B"; pomyst jest nastepujacy: mo-
zemy to zrobi¢, bo dla ortonormalizacji wystarczy, ze Bi,..., B,_1 sa ukladem ortonormalnym.
Formalnie, bierzemy wektor V,, zdefiniowany analogicznie jak przy rzucie ortogonalnym:

n—1
— — —

V,=E,~ > F(B,E,) B .

i=1

Ta operacja to kolejna zmiana bazy, na baze B”. Latwo sprawdzié, ze F(Ej, Vn) =0dlal<j<n-—1
(czyli V,, jest ,ortogonalny” do pozostatych wektoréw):

n—1
F(B;,V,)=F (Bj,En — Z F(éi,En) ) ]§i>

:F( ) ZFEE (Bj,éi)
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Jako ze F(éz, éj) wynopsi 0 dla i # j oraz 1 dla i = j:
F(B;,V,) = F (B;, E,) - F(B}, E,)
=0
Tak wiec F' wyrazone w bazie B” ma macierz
MB" = ML 5 MP Mg g
i M" jest macierza przekatniows. Ponownie
det MP" = det ML, 5, det MP det Mpign = (Mpigi)>MP >0 .

Warunek, ze det MB” > 0 méwi tyle, ze iloczyn elementéw na przekatnej jest dodatni. Ale wiemy,
ze iloczyn wszystkich poza ostatnim wynosi 1 (z zatozenia indukcyjnego macierz M,,_; to macierz
iloczynu skalarnego i B’ to jego baza ortonormalna). Czyli wszystkie elementy na przekatnej sa
dodatnie. W takim razie mozemy wyrazi¢ M” jako iloczyn AAT i jest ona dodatnio okreslona. W
takim razie réwniez macierz M jest dodatnio okreslona. O]

Do charakteryzacji macierzy dodatnio okreslonych mozna tez podej$¢ inaczej: niech 1% bedzie
wektorem wlasnym dla wartosci wlasnej A dla M; zauwazmy, ze taka warto$¢ wlasna istnieje, bo M
jest symetryczna. Wtedy

VIMV = VTAV
= \VTV
i teraz skoro V £ 0, to VIV > 01 tym samym jesli M jest dodatnio okreslona, to A > 0.
Okazuje sie, ze jest tez odwrotnie, co pokazemy na ¢wiczeniach:

Twierdzenie 13.12. Niech M bedzie macierzg symetryczng liczb rzeczywistych. Wtedy M jest dodat-
nio okreslona wtedy i tylko wtedy, gdy ma same dodatnie wartosci wilasne.



Czesé I

Algebra Abstrakcyjna

97






Rozdziat 14

Grupy

14.1 Automorfizmy

Definicja 14.1 (Grupa przeksztatcen (automorfizméw) obiektu). Dla danego z obiektu kombinatorycz-
nego S jego grupa przeksztalcen (symetrii, automorfizméw) G = Aut(S) powinna speliaé nastepu-
jaco warunki

o przeksztalcenie identycznosciowe e jest w G
o jesli 1,9 € G to te przeksztatcenia mozna zloZyé uzyskujac ¢ = 109y € G
o dla kazdego ¢ € G istnieje ¢! takie ze o lp = pp !t =e
Przyktad 14.2. 1. kwadrat i jego obroty
2. kwadrat i jego symetrie
dwudziestoscian foremny i jego obroty
macierz n X n i mnozenie przez macierze odwracalne
macierz n X n i mnozenie przez macierze odwracalne o wyznaczniku 1
macierz n X n i mnozenie przez macierze odwracalne o module wyznacznika réwnym 1
Z i dodawania elementow z Z

Z,, i dodawanie elementéw z Z,,

© %o N o o W

Zy, \ {0} z mnozeniem przez niezerowe elementy w Z,
10. X i bijekcje z X w X

11. zbiér {1,2,...,n} i jego permutacje

12. 2n-kat foremny i jego symetrie

13. 2n-kat foremny i jego obroty

14.2 Grupa

Abstrahujemy od obiektu. Same przeksztatcenia.

Definicja 14.3 (Grupa). Zbior (G,-), gdzie - : G x G — G jest dziataniem dwuargumentowym jest
grupg, gdy:

laczno$é dziatanie - jest taczne;

element neutralny istnieje element neutralny e taki ze dla kazdego ¢ € G mamy ge = eg = g;
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element odwrotny dla kazdego g € G istnieje g~! speniajacy g 'g = gg~! = e.

Jedli - jest przemienne, to méwimy o grupie przemiennej (abelowey).
Uwaga. Alternatywnie mozemy zdefiniowa¢ grupe tak, ze ma ona dodatkowo jedng operacje unarna:

1. G — G (branie elementu odwrotnego) oraz jedna stala: e. Te operacje maja spelnia¢ warunki
podane w Definicji [14.3]

Mozna pokazaé, ze:
Lemat 14.4. « FElement odwrotny w grupie G jest jedyny.

o FElement prawostronnie odwrotny jest tez lewostronnie odwrotny.

o Identycznosc jest jedyna.

e Rownanie ax = b oraz ra = b majg dokladnie jedno rozwigzanie.
Przykfad 14.5.  « {1,3,5,7} z mnozeniem mod 8 [Grupa Kleinal

e obroty kwadratu

o symetrie kwadratu

e obroty dwudziestoscianu foremnego

» odwracalne macierze n X n (z mnozeniem)

e macierze n X n o wyznaczniku 1 (z mnozeniem)

« macierze n X n o module wyznacznika réwnym 1 (z mnozeniem)

« ortogonalne macierze n X n (z mnozeniem)

e 7 7z dodawaniem

e 7, z dodawaniem modulo n

e Z,\ {0} z mnozeniem (p — liczba pierwsza)

e bijekcje z X w X

o permutacje zbioru {1,2,...,n}

e obroty i symetrie 2n-kata foremnego

« obroty 2n-kata foremnego

Uwaga 14.6. Teoria grup zostata rozwinieta przy okazji rozwigzywania réwnan stopnia > 5. Ale
prawdziwa eksplozja nastapita w czasie drugiej wojny Swiatowej i zwigzkow z kryptografig. Do dzis
stanowi podstawe przy projektowaniu i analizy sposobéw szyfrowania oraz kryptoanalizy.

14.2.1 Pétgrupy

W ogélnosci rozwaza sie tez monoidy (potgrupy), w ktérych nie zakladamy istnienia elementu od-
wrotnego (elementu odwrotnego ani identycznosci).
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14.3 Tabelka dziatan

Definicja 14.7 (Tabela dziatan). Tabela dziatari dla grupy G podaje wprost wszystkie mozliwe |G|?
wynikéw mnozenia.

Przyktad 14.8 (Tabela dziatan dla grupy Kleina).

- ot w -
B 3, SGCIE i
Tl — | w
W =~ g
— W ot =3

Fakt 14.9. o Kazdy wiersz © kazda kolumna w tabelce dzialan jest permutacjg elementéow z G.
o Duwa rézne wiersze (dwie rézne kolumny) sq rézne.
o Musi byé dokladnie jeden wiersz (kolumna) w ktdrej permutacja jest identycznoscig.

Definicja 14.10 (lloczyn kartezjanski grup; produkt prosty). Dla grup G, H przez G x H oznaczamy
grupe na zbiorze G' X H i dziataniu po wspétrzednych

(9,h) - (g, 1) = (99", h) .

Definicje rozszerzamy naturalnie na iloczyn kartezjanski dowolnej ilosci grup.

14.4 Homomorfizm, lzomorfizm

Definicja 14.11 (Homomorfizm, izomorfizm grup). Operacje ¢ : G — H nazywamy homomorfizmem
grup, jesli zachowuje dzialanie grupowe, tj. ¢(ab) = p(a)p(b).

@ jest izomorfizmem, jesli istnieje ¢! ktére jest przeksztalceniem odwrotnym i homomorfizmem
(w szczegdlnosci: ¢, =1 sa bijekcjami).

Przyktad 14.12. o Izomorfizm: grupa Kleina oraz Zs X Zs.
o Homomorfizm: macierze odwracalne rozmiaru n x n nad F M — det M
o Homomorfizm: Zs X Zy na pierwszg wspotrzedna.
o Homomorfizm: Macierze odwracalne w macierze o wyznaczniku +1: o(M) = M/|det(M)].

o Homomorfizm: Macierze o wyznaczniku o module 1 w macierze o wyznaczniku 1: (M) =

M/ det(M).

o Homomorfizm: Obroty i symetrie kwadratu w Zs: czy zmieniaja orientacje, czy nie (tzn. symetrie
w —1, obroty w 1).

Lemat 14.13. Homomorfizm przeprowadza element neutralny (odwrotny) w neutralny (odwrotny).

Dowdd. Wynika to z tego, ze homomorfizm zachowuje réwnania: jesli krotka (ay, ..., a,) elementéw z
G spehia jakie$ réwnania, to p(ay), ..., ¢(a,) tez spelnia analogiczne réwnanie. Wtedy identycznosé
to jedyny element spelniajacy réwnanie 2z = . Natomiast para a,a™! spetnia réwnanie ry = e (i
jesli jakas para jest spelnia to jest para elementéw do siebie odwrotnych). Zauwazmy, ze formalnie e
w obu grupach to inny element; aby oming¢ te trudno$é¢ mozemy rozszerzy¢ nasza pare o element z i
dopisa¢ réwnanie z? = z (czyli z jest identycznoécia w obu grupach) i poczatkowe réwnanie zastapic
przez Ty = .

Zwykle jednak postepujemy tak jakby branie elementu odwrotnego oraz element neutralny byty
dodatkowymi operacjami w grupie. O]
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14.5 Rzad elementu

Definicja 14.14 (Potega, rzad). Potega elementu a nazywamy dowolny element postaci a™, gdzie
ne€Z. Dlan=0ozaczaone,dlan>1:a"=a-a---a,dlan <0:a" = (a™!)™"

n razy
Rzqd elementu to najmniejsza dodatnia potega n taka ze a™ = e. Rzad elementu jest nieskornczony

(nieokreslony), jesli nie ma takiego skonczonego n.
Rzqd grupy to ilosé jej elementéw (moze, ale nie musi, by¢ skonczony).

Fakt 14.15. W grupie skoriczonej kazdy element ma rzqd skoriczony.
Lemat 14.16. Jesli a € G ma skoriczony rzqd p, to a* = e <= p|l.

Dowdd. & jest jasna.

6: zalézmy, ze tak nie jest. Bez zmniejszenia ogdlnoéci mozemy rozpatrzy¢ tylko dodatnie /.
Rozpatrzmy najmniejsze takie £, ze a’ = e oraz p{ £. Wtedy £ > p, bo inaczej p nie jest rzedem a.
Ale wtedy a‘~P = e, sprzeczno$é z minimalnoscig . O]

14.6 Podgrupy

Definicja 14.17 (Podgrupa). H jest podgrupa G, co zapisujemy jako H < G, gdy H C G oraz jest
grupa.

Uwaga. Nie wystarczy, ze H C G i ze jest zamknicta na dzialanie: moze nie zawiera¢ elementu
odwrotnego! (np. N C Z jest zamkniete na dzialanie, ale nie ma elementéw odwrotnych.)

Uwaga. Dla alternatywnej definicji (z dodatkowa operacja branie elementu odwrotnego oraz elemen-
tem neutralnym) juz wystarczy, bo wtedy to sa formalnie dziatania.

Przyktad 14.18.  « Grupa obrotéw 2n kata w grupie symetrii 2n kata.

o Dodawanie liczb parzystych w Z.

ZQ X {O}WZQ XZQ.

Macierze o wyznaczniku o module 1 w macierzach odwracalnych.

Macierze o wyznaczniku 1 w macierzach odwracalnych.

Macierze ortogonalne w macierzach.

Lemat 14.19. W grupie skoriczonej G zbior H jest podgrupg, gdy jest zamkniety na dziatanie.
W grupie, w ktorej rzqd kazdego elementu jest skoniczony, H jest podgrupq, gdy jest zamkniety na
dziatanie.

Dowdéd. Zauwazmy, ze jedli element @ ma rzad k, to a™' = a*~!. W naszym przypadku oznacza to, ze

jesli zbiodr jest zamkniety na dziatanie, to jest tez zamkniety na branie element odwrotnego i zawiera
e. O

Definicja 14.20 (Generowanie). Dla grupy G oraz zbioru A C G podgrupa generowana przez A,
oznaczana jako (A), to najmniejsza podgrupa G zawierajaca A. W takim wypadku méwimy, ze A to
zbior generatorow tej podgrupy.

Przyktad 14.21. o Z = (1) = (3,5)
« Ze= (1) =(2,3)
« grupa obrotow kwadratu jest generowana przez obrét o 90°
e grupa obrotéw i symetrii kwadratu jest generowana przez obrét o 90° i dowolng symetrie.

Fakt 14.22. (z{'23> - 27%) ™t = (z; ) (2 )% - (27
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Prosty dowdd pokazany zostanie na ¢wiczeniach.

Definicja 14.23 (Postaé zredukowana). Niech ay,...,ar € G, o iloczynie elementéw alralr - --af;’“

méwimy, ze jest w postaci zredukowanes, jesli a; ¢ {a;}, a;s1} dla kazdego mozliwego i oraz £; # 0
dla kazdego 1.

Uwaga. Zauwazmy, ze jest mozliwe, ze zachodza jakie$ redukcje pomiedzy afi oraz afff czy mozliwe
jest wyrazenie jakiego$ podciagu w inny sposéb.

Np. dla a; = a® oraz ay = a® ciag aay? jest w postaci zredukowanej, pomimo tego, ze ala;? = e.
Lemat 14.24. Rozwaimy ciggu elementéw a'ab' - - - ai’“ oraz nastepujgce requly przepisywania:

0 Lita Li+lita

o a;ja;l] — a; , jesli a; = a;q

0 b Li—t;
o aia —a

.. |
, jesli a; = a;
e a) —e

/A e

Wtedy uzyskane koricowy cigg a;;a;) - - - a;; -

e jest w postact zredukowanej

e nie zalezy od kolejnosci wykonania redukcji

!/
by Lo (7 N &
¢ Ay g r Uy = gy Gy e Gy
Ponadto, a;,, ai,, . .., a;; jest podciggiem ay,as, ..., ax.

Dowdéd. Latwo sprawdzié, ze proces skracania si¢ zakonczy (skraca dlugosé ciagu) oraz ze przepisy-
wanie nie zmienia elementu grupy, réwniez ostatnia wlasno$¢ wynika wprost z definicji redukc;ji.
Techniczne i ciut zmudne jest pokazanie, ze wynik nie zalezy od kolenosci wykonania skreslen.
(Dla tych, co znaja pojecia: ze ten system przepisywania terméw jest silnie konfluentny). Dowd6d
pominiemy. [

Lemat 14.25. Dlia zbioru generatoréw X podgrupa (X) to dokladnie zbidr elementéw postaci:
<X> :{xill»?xzk : kzO, T1y...,Tk EX, 21y .0y Rk EZ} ,

bez zmniejszenia ogolnosci mozna dodatkowo zalozyé, ze wszystkie elementy sq w postaci zredukowa-
nej.

Dowdéd. W oczywisty sposob (X) zawiera wszystkie elementy tej postaci.
W druga strone nalezy pokazaé, ze tak zadany zbidr jest grupa; co tez jest proste, bo jest zamkniety
na ztaczanie ciggdéw elementéw oraz na branie elementéw odwrotnych. O

14.7 Grupa cykliczna

Definicja 14.26 (Grupa cykliczna). Grupa G jest grupg cykliczng, gdy G = ({a}) dla pewnego a € G,
tzn. jest generowana przez jeden element.

Uwaga. Grupa cykliczna nie musi byé skonczona: Z = (1). Dzieje sie tak dlatego, ze dla generatora
dopuszczamy tez ujemne potegi.

Fakt 14.27. Kazda grupa cykliczna jest przemienna.

Dowéd. 7 Lematu [14.25 wiemy, ze kazdy element w grupie cyklicznej jest postaci a® lub (a71)* dla
pewnego k. A mnozenie takich elementéw jest przemienne. O]

Lemat 14.28. Dia kaidego n < oo wszystkie grupy cykliczne rzedu n sq izomorficzne (z (Zy,+)).
Wszystkie grupy cykliczne nieskoniczonego rzedu sq¢ izomorficzne (z (Z,+)).
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Dowadd. Dowdd tego lematu polega gtéwnie na zrozumieniu definicji oraz okresleniu tego, co w zasa-
dzie nalezy dowiesc¢.

Niech G = (g), H = (h) beda grupami cyklicznymi tego samego rzedu p. Okreslamy ¢ : G — H
jako @(g*) = h¥.

Po pierwsze, ¢ jest dobrze okreslone: jesli g™ = g* to p|(m — ) i w takim razie h™ = h*.

Nalezy pokazaé, ze ¢ jest izomorfizmem. Jest to bijekcja i ma przeksztatcenie odwrotne (tatwo

widad).
Pozostato pokazaé, ze ¢ jest homomorfizmem (bo przeksztalcenie odwrotne jest zdefiniowane
analogicznie). p(g*g’) = K*** i jednoczeénie o(g*)p(g") = hFht = RF+E. O

14.8 Grupa wolna

Definicja 14.29 (Grupa wolna). Niech "' = {a™! : a € T'} bedzie roztaczne z T
Grupa G o zbiorze generatoréw I' jest wolna (wolnie generowana przez T') jesli dla dowolnego
stowa w € ([ UT™1)* w postaci zredukowanej zachodzi

w=ge = w=¢
przy czym pierwsza réwno$é oznacza réwnosé w grupie, za$ druga réwnosé stéw w (U T—1)*.
Dla potrzeb tego rozdziatu, ponizej nf(w) oznacza postaé zredukowang w.

Lemat 14.30 (Konstrukcja grupy wolnej). Niech X to zbidér réznych elementéw (liter), Y1 = {a™!
a € X} bedzie rozlgezny z ¥. Rozpatrzmy zbidr nf((3 U X71)*) wszystkich stéw zredukowanych z
(X UXH*. Mnozenie elementéw u - w to postaé zredukowana nf(uw) stowa uw.

Tak zdefiniowana grupa jest grupg wolng (o generatorach X).

Kazda grupa wolna jest izomorficzna z tak skonstruowang grupg wolng.

Dowdd. Gtownym problemem jest wykazanie, ze takie okreslenie dziatania jest poprawne, co wynika

z Lematu [14.24k

laczno$é dla w,v,w zauwazmy, ze zgodnie z Lematem [14.24] posta¢ normalna nf(uvw) nie zalezy
od kolejnosci wykonania redukcji, w szczegdlnosci jest taka sama, jesli najpierw wykonamy
redukeje na uwv (obliczajac nf(uv)) albo na vw (obliczajac nf(vw)). Czyli

nf (nf(uwv)w) = nf (uvw) = nf (unf(vw))
przy czym lewa strona odpowiada mnozeniu (w grupie wolnej (u - v) - w) zas prawa u - (v - w)

element neutralny elementem neutralnym jest ¢

element odwrotny latwo sprawdzi¢, ze elementem odwrotnym do u = a; - - - ay, jest a, ' ---ay' i ze

jest ono w postaci zredukowanej, jesli a; - - - a; jest w postaci zredukowane;j.

Warunek grupy wolnej jest trywialnie spelniony.
Dowdd faktu, ze kazda grupa wolna jest izomorficzna z tak zdefiniowana grupa wymaga troche
wiecej wiedzy o homomorfizmach, na razie pominiemy. O]

Twierdzenie 14.31 (Nielsen-Schreier). Kazda podgrupa grupy wolnej jest wolna.

Pokazemy dowdd dla przypadku, kiedy podgrupa ma skonczony zbior generatoréw (to byt ory-
ginalny dowdd Nielsena), twierdzenie jest prawdziwe w ogdlnosci (wariant Schriera). Ograniczymy
sie tez do przypadku, gdy wejSciowa grupa wolna jest grupa z konstrukeji z Lematu [14.30] ze wzgledu
na izomorfizm, to pokazuje dowdéd w ogdlnosci.

Potrzebujemy najpierw kluczowego lematu, ktéry rowniez pochodzi od Nielsena.

Lemat 14.32. Nzech wl,.. ,we € (XU XY bedg w postaci zredukowanej (jako stowa nad ¥ U

¥71). Niech wh w2 x b@dzze w postaci zredukowanej oraz nf (wl W - - w'r) = e. Wtedy istniejq
u,v,w € {w,wi’, ... ,wg, w; Y, takie Ze w uvw istnieje cigg skrécer, ktory skraca cale v, tj. istniejq

o' u” w' w” w postaci zredukowanej, takie Ze u = v'u”, v = (u")"H W)L, w = ww" oraz u # vt #

w (wszystkie réwnosci to réwnosci stéw).
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Dowadd. Dokonujemy skrocen w dowolnej kolejnosci. Istnieje pierwsze w;, ktére ulegnie catkowitemu
skroceniu, to bedzie nasze v. Sasiednie w;, wy, nie skrocilty si¢ wezesniej, czyli cate skrécenie w; jest
w obrebie w;, wy. Jako ze nasze stowo jest w postaci zredukowanej, to nie zachodzi, ze w; = w; ~1 ani
wy, = w; b [

Dowoéd Twierdzenia Nielsena-Schriera. Dowdd jest wariantem dowodu Nielsena.
Bedziemy przeksztatcali (skoniczony) zbior generatoréw:

o jesli w zbiorze sa dwa takie same (lub odwrotne) generatory, to je usuwamy, réwniez jesli jest
W nim €, to go usuwamy;

e generator x mozemy zastapi¢ przez r1;
o dwa generatory x,y mozemy zastapi¢ przez nf(zy),y, przy czym robimy to tylko wtedy, gdy
| nf(zy)| < ||

Zauwazmy, ze wykonujac kilka takich krokéw mozemy zastapi¢ z, y przez nf (zy*!), y lub nf (y*2*1), y.
Przypusémy, ze dany skonczony zbiér generatoréw I' nie generuje wolnie grupy. Wtedy istnieja
pewne wy,...,w € I oraz {4,..., £ takie ze

nf(wfl ) ik) =&,
1%

przy czym mozemy zatozy¢, ze wy' - Jest w postaci zredukowanej oraz w!! - ’“ # €.
7 Lematu [14.32 istnieja u, v, w: generatory lub ich odwrotnosci, takie ze

u=uv"v= ")) w=wuw" orazu#v ' #w .

Jedli [u”| > |w'| to nf (uv) = nf (' (w') 1) i dlugosé jest mniejsza, niz dtugosé u. Analogicznie postepu-
jemy dla w, jedli |u”| < |w'|. Czyli jedyny interesujacy przypadek, to gdy |u”| = |w’|. Co wiecej, jesli
|u'| < |u”| to zastepujemy v przez nf(uv), ktére ma mniejsza dtugosé. Tak samo gdy [v'| > |v"|. Czyli
pozostaje nam jedynie przypadek |u'| > |u"] i |w'| < |w"|. Zauwazmy, ze to w szczegdlnosci implikuje,
ze |v| < |u|, |lw|. Ponadto mozemy wywnioskowaé, ze v ¢ {u,w} (z zalozenia o postaci zredukowane;
wiemy, ze v ¢ {u~', w™'}): przyktadowo, gdyby v = u to wtedy «/ = u" ", co przeczy temu, ze u jest
w postaci zredukowanej. Jest jednak mozliwe, ze u = w; przypadek u = w™! nie jest mozliwy (bo
wtedy u” = w'™", co prowadzi do tego, ze v jest postaci w'w’~'.) W szczegblnosci mozemy zatozy¢,
ze u,v,w sa w zbiorze generatoréw (tzn. zadne z nich nie jest odwrotnoscia generatora): wystarczy
zamieni¢ odpowiedni generator na odwrotny.

Jedli istnieje up = vju” € TUT P\ {v,07'} takie ze |uj| < |[u”] lub istnieje wy = w'wl €
FUT\ {v,v7 1} takie ze |wh| < |w'] to jak powyzej mozemy zast@plc v przez krétszy generator.

W pozostatym przypadku, dla kazdego = € I', jesli z = w'z” to zastepujemy go przez nf(vz) =
nf((u”)~'2") analogicznie, jesli x = 2/w'™" to zastepujemy go przez nf(zv—') = nf(z'v”). Zauwazmy,
ze:

|nf(u”"'2")| < |z| i jesli choé raz jest mniejsza (czyli jest skrocenie w v~ z"),

suma dlugosci generatoréw;

to zmniejsza sie

« zgodnie z zalozeniem z poprzedniego akapitu, |w'| = |u”| < |2”|.

Zdefiniujmy teraz relacje réwnowaznosci na stowach: dwa stowa z (X UX71)* sg w relacji ~y, jesli
maja ten sam prefiks dtugosci k:

an~p <<= all..k]=p[1..k] .

oraz funkcje na zbiorze stéw (bedzie to zawsze zbiér geenratoréw i odwrotnosci generatoréw): dla
zbioru A sumujemy kwadraty wielkosci klas abstrakeji relacji ~y,

Prefi(A) = Z |[w]~, |2

[w}’\'k) EA/Nk
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Zauwazmy, ze z definicji mamy

Pref,(A) < |A]* .

To, ze patrzymy na sume kwadratéw, jest arbitralnym wyborem: wazne jest, aby zastgpienie dwoch
klas abstrakcji jedna zwiekszalo funkcje oraz zastapienie dwoch klas abstrakeji o mocach ny,ny > 1
przez 1,ny + ny — 1 tez zwiekszato funkcje.

Niech K = maxger, |g| + 1, gdzie I'y to wejsciowy zbioér generatoréw. Zauwazmy, ze wartosé tej
funkcji nie rognie w czasie wykonywanych operacji. Dla zbioru generatoréw I okreslamy funkcje f(T'):

e na zerowej wspotrzednej znajduje sie suma dtugosci elementéw z I

e na 1 <i < K wspéhrzednej znajduje sie (2|T'])2 — Prefx_;(TUT 1), zauwazmy, ze jest to liczba
nieujemna.

Okreslamy na niej naturalny porzadek leksykograficzny. W szczegdlnodci, jest to dobry porzadek, bo
wszystkie wspotrzedne sg nieujemne.

Pozostaje pokazac, ze nasz algorytm w kazdym kroku zmniejsza warto$é funkcji. Oznacza to, ze
po skonczonej liczbie krokéw sie zatrzyma. Ale to oznacza, ze nie ma nietrywialnego stowa w postaci
zredukowanej, ktore jest réwne e.

Jesli skrocimy sume dlugosci generatorow, to wartos¢ funkcji oczywiscie spada. Jesli nie, to
ustalmy v = (u”)"}(w')™! jak wyzej i niech k = |[u”| = |v/|. Zauwazmy, ze u~! ~, v i sa to rézne
elementy oraz v=! ~j w i sa to rézne elementy (moze by¢, ze u = w). Po przeprowadzeniu operacji
w klasie abstrakcji v=! pozostaje tylko v~! a pozostale elementy zostaly przeniesione do klasy abs-
trakcji v, bo wymieniono im prefiks w’ na (u”)~! (jesli bylo jeszcze jakie$ skrécenie, to zmalala suma
dhugosci, co konczy dowdd). Pozostate klasy abstrakeji ~j, nie zostaly ruszone: zauwazmy, ze wszyst-
kie generatory, na ktérych wykonujemy operacje, maja dlugos¢ przynajmniej 2k, bo w przeciwnym
razie mogliby$my skréci¢ sume dhugosci; czyli po zmianie prefiksu dtugosci £ nie zmienia si¢ sufiks
dtugosci k. Czyli zastepujemy dwie klasy abstrakcji o mocach ny,ns > 2 dwoma klasami o mocach
1,n1 +ny — 1. Wtedy

(N1 +ny —1)*+1=n3 4+ n3+2n1n9 — 2n; — 2ny + 2
=ni+n;+2(n —1)(ny —1)
>ni+n;+2-1-1

2 2
>ni+n,

Dla wspoétrzednych odpowiadajacych ¢ > k zauwazmy, ze podobny argument pokazuje, ze wartos¢
funkcji nie wzrasta: jesli jakies$ stowo g € I' zostanie zmienione, to zostana zmienione wszystkie stowa
w jego klasie abstrakcji ~, (bo maja ten sam prefiks dtugosci ¢ > k) oraz nie wptynie to na stowa
w innych klasach abstrakeji (dla odwrotnosci zmienianego : jesli nie nastapi dodatkowe skrécenie,
to mamy zmieniamy jedynie prefiks dtugosci & < ¢, czyli sufiks dlugosci ¢ nie zostanie zmieniony;
jesli nastapi dodatkowe skrdcenie, to spada sumaryczna dtugosé generatoréw). Czyli zmieniamy dwie
klasy abstrakcji (o mocach ny > 11iny > 0) na dwie klasy o mocach 0, ny +mns, oczywiscie (ny +mng)? >
n3 + n3.

Zauwazmy, ze dla mniejszych wartosci £ < k by¢ moze odpowiednie wspoétrzedne wzrastaja, ale
nie ma to znaczenia. O



Rozdziat 15

Grupy permutacji

Definicja 15.1. Grupa permutacji S, to zbiér wszystkich bijekcji ze zbior {1,2,... ,n} w siebie;
operacja jest sktadanie funkcji, tj.
(0" 0)(i) = o' (o (i)

Permutacje zapisujemy jako dwuwierszowa tabelke:

1 2 3 .- n
o(1) o(2) o(3) .-+ o(n)
Przyktad 15.2. Permutacje Sj:

1234\ (1 234\ (1234
2 31 4 3142/ 1 243

7 takiej reprezentacji tatwo wyliczy¢ permutacje odwrotna: wystarczy zamieni¢ miejscami i prze-
sortowa¢ kolumny.
7, doktadnoscia do izomorfizmu kazda grupa jest grupa permutacji.

Twierdzenie 15.3 (Cayley). Dia kaidej grupy G (o n elementach) istnieje podgrupa S, izomorficzna
z G.

Dowdd. Niech G = {g1, go,...,9n}. Po pierwsze, o grupie permutacji mozemy mysle¢, ze operuje na
elementach {g1,¢2,...,9,} a nie {1,2,...,n}. Zdefiniujmy grupe permutacji na G. Dla elementu g
definiujemy permutacje o4(g;) = gg;. Nasza podgrupa to {o, : g € G}. A izomorfizm to g — o,.

na podgrupe definiujemy tak, ze funkcja jest na (podgrupa to obraz tego przeksztalcenia)
réznowarto$ciowosé jedli g # ¢’ to w szczegdlnosci: o,(e) = g # ¢’ = oy (e), czyli o, # o,.
homomorfizm wezmy g, g'. Wtedy o, 0 07, (h) = gg'h = 04g/(h).

grupa Jesli 04,0, sa w tej grupie, to 0,0, = 04y tez tam jest, bo jest obrazem gg'. Analogicznie,
jesli o, jest w grupie, to jest tez w niej o,-1, ktore jest elementem odwrotnym do o,. O

15.1 Rozkfad permutacji na cykle

Definicja 15.4 (cykl). Cykl o to taka permutacja, ze istnieja elementy ay, ..., a,, ze o(a;) = a1
(gdzie o(a,) = a;) a na innych elementach jest identycznoscia. Cykl taki zapisujemy jako (aq, ag, ..., ay,).
Elementy {ai,...,a,} to dziedzina cyklu lub nosnik cyklu, méwimy tez o cyklu na elementach

{al, . ,an}.
Diugosé cyklu (ay, ..., a,) to n.
Cykle sa roztgczne, gdy ich nosniki nie majg takich wspolnego elementu.
Transpozycja to cykl dwuelementowy. Transpozycja elementow sgsiednich to transpozycja postaci

(1,1 +1).
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Lemat 15.5. 1. Rzqd cyklu dlugosci k to k.
2. Dla cyklu (ay, . .., a,) permutacja odwrotna to (ay, ... ,a,) " = (an, @y 1, ..., a2,a1) = (ay,...,a,)" "

3. Jesli {c;}r_, sa parami roztgcznymi cyklami, to c; ¢y, - - - i, jest tg samg permutacjq, niezaleznie
od wyboru permutacyi iy, ..., liczb 1,... k.

4. Jesli {c;}r_, sq parami roztgcznymi cyklami, to rzqd ¢ - - - ¢ to nww rzedéw poszezegdlnych cykli
Cly.evs Cho
5. Jesli o = ciey - - - ¢, gdzie ¢, ..., c, sq parami roztgcznymi cyklami , to 07" =cy ¢y ¢
Dowdd. Ad 1) Oczywiste.
Ad 2) Oczywiste.

Ad 3) Jako ze te cykle sa parami roztaczne, to mozna zamieni¢ kazde mozliwe dwa sasiednie. Wy-
starczy ustawi¢ na skrajnie lewym miejscu pierwszy, potem drugi itp.

Ad 4) Popatrzmy na
(cinCin oo ci)"
Jako 7Ze sg to cykle roztaczne, to mozna zamienia¢ parami sasiednie tak aby dosta¢ grupowanie

(cinCip---cy) = Cflcfg T ka :
Biorac za ¢ najmniejsza wspolng wielokrotnosé uzyskujemy, ze kazde cf = e. Jedli £ nie jest
wielokrotnoécig ktéregos z rzedéw, to ktéres cf nie jest identycznoécia, z Lematu [14.16] Jako ze

inne cykle nie ruszajg elementow z jego nosnika, ta permutacja nie jest wtedy identycznoscig.

Ad 5) Wystarczy zauwazy¢, ze jedli ¢y, . . ., ¢ sa parami roztacznymi cyklami, to réwniez ci ', ..., ¢!
sa parami roztacznymi cyklami.
m

Twierdzenie 15.6. 1. KazZda permutacja o jednoznacznie (z dokladnoscig do kolejnosci cykli) roz-
ktada sie na rozlgczne cykle.

2. Cykl dlugosci k jest ztozeniem k — 1 transpozycji.

3. Kazda transpozycja jest ztozeniem nieparzystej liczby transpozycji elementéw sqsiednich (nieko-
niecznie rozlgcznych).

4. Kazda permutacja da sie przedstawic jako zlozenie transpozycji (niekoniecznie rozlgcznych).

5. Kazda permutacja da sie przedstawié jako zloZenie transpozycji sqsiednich (niekoniecznie roz-
lacznych).

6. Grupa S, jest generowana przez zbior transpozycji (sqsiednich).

Dowéd. Ad 1) Bierzemy dowolny element 4, obliczamy kolejno o'(i), 0%(3), . .., az co$ sie powtérzy;
niech pierwszy powtdrzony element to o(j). Musi to by¢ i: w przeciwnym przypadku o(j) =
a(j"), co nie jest mozliwe. Czyli dostajemy cykl. Powtarzamy operacje na kolejnych elementach
spoza skonstruowanych juz cykli. Nie mozemy wej$¢ do starego cyklu, bo kazdy element w
nim ma juz ustalony przeciwobraz.

Ad 2) Pokazmy najpierw dla cyklu (i,7+1, ..., ). Zalézmy, ze przedstawilismy juz (i+1,i+2,...,7)
jako ztozenie transpozycji. Chcemy wydtuzy¢ ten cykl: i + 1 przesta¢ na 7 a i nai+1. W tym
celu trzeba natozy¢ (i,i+ 1) (z lewej):

(i+1)(+1,i42,...,5)=0G,i+1,i+2,...,5)

Zauwazmy, ze W szczegolnosci jest to ztozenie transpozycji sasiednich. Dla dowolnego cyklu
robimy tak samo, transpozycje niekoniecznie sg elementéw sasiednich.
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Ad 3) Popatrzmy na (i, 7). Latwo sprawdzi¢, ze
(t,7)=(,7—1,..., i+ 1)(i,i+1,...,9)

o J—i—1

e i —i+1l—y

e k—=k+1—kdlat<k<y
Jakoze (7,5—1,...,i+1) = (i,i+1,...,7)" !, z punktu pierwszego oba cykle wyrazaja si¢ jako
ztozenie transpozycji elementow sgsiednich: odpowiednio j — i + 1 oraz 7 — i — 2, co w sumie
daje nieparzysta liczbe transpozycji.

Pozostalte tezy wynikajg bezposrednio z tych pokazanych. O

Uwaga. Od teraz alternatywnym sposobem zapisu permutacji jest podanie jej jako iloczynu cykli
roztacznych. Np.:

(1234567891011121314

C 1193 13110149 6 2 11 8 ):(1,7)(2,5,3,4,12)(6,13,11)(8,10,9,14).

15.2 Permutacje parzyste i nieparzyste.

Wazna funkcja: parzysto$¢ permutacji (znak permutacji).

Definicja 15.7 (Inwersje, parzysto$¢ permutacji). Dla f bedacej bijekcja z podzbioru liczb naturalnych
w ten sam zbiér (czyli w szczegdlnosci permutacji) inwersja to para (i, j), taka ze ¢ < j oraz f(i) >

f()-
Parzystosé permutacji to parzystosé ilosci jej inwers;ji.
Znak sgn(o) permutacji o to +1, gdy o jest parzysta i —1 gdy nieparzysta.

Uwaga. To jest wlasnos¢ w grupie permutacji, nie wlasnos¢ algebraiczna: grupy generowane przez
cykl (1,2) oraz (1,2)(3,4) sa izomorficzne (z Zs), ale (1, 2) jest nieparzysta, a (1,2)(3,4) jest parzysta.

Lemat 15.8. Niech 0,0’ € S, bedg permutacjami. Wtedy
sgn(o’o) = sgn(o’) sgn(o) .
Dowdéd. Pokazemy najpierw dla ¢’ bedacego transpozycja sasiednich elementow, tj. o' = (i,7 + 1).
Popatrzmy na inwersje w
oo .

Popatrzmy na czworki (k, ¢, 0(k),o(¢)) i zastanéwmy sie, dla ktérych z nich zmienia sie, czy sa
inwersjg, czy nie po natozeniu o’.

o jesli o(k),o(0) ¢ {i,i+ 1} to dla pary k, ¥ nic sie nie zmienia;

o jesli{o(k),o(0)} = {i,i+ 1} to dla pary k, ¢ zmienia sie, czy jest inwersja (na przeciwny status)

« dla pozostatych par mamy, ze jedno z o(k), o(¢) jest w {i,i + 1} a jedno nie; niech to pierwsze

to k a drugie £. Ale wtedy o(o’(k)) zmienia si¢ z i na i+ 1 (lub z i+ 1 na i) i tym samym dalej
jest mniejsze /wieksze niz o(o’(¢)) = o(¥).

Dla dowolnego o'c: wyrazamy o oraz ¢’ jako iloczyn transpozycji: o = [, 0y, o/ = [[I%, o}
Wtedy
sgn(o H sgn(o;) = (—1)"
m
sgn(o Hsgn =(-1)™

n

sgn(c’o) H sgn(o; H sgn(o;) =

z czego widaé, ze sgn(oo’) = sgn(o) sgn(o’). O
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Whiosek 15.9. sgn jest homomorfizmem z S,, w ({—1,+1}, ).

Lemat 15.10. < Cykl parzysty jest permutacjg nieparzystq.
o Cykl nieparzysty jest permutacjg parzystq.
o Parzystos¢ permutacji to parzystosc ilosci cykli parzystych w rozktadzie na cykle roztgczne.
o Permutacje parzyste stanowiq podgrupe A,, ktéra ma %' permutacyi.

Dowdd. Dla pierwszych trzech punktéw wystarczy skorzystaé¢ z charakteryzacji z Twierdzenia |15.6,

W ostatnim punkcie: Oczywiscie jest to podgrupa; zauwazmy, ze przemnozenie przez (ustalona)
permutacje nieparzysta to bijekcja miedzy permutacjami parzystymi i nieparzystymi. Co daje, ze
A = 2. O

Przyktad 15.11. Zwykle w celu policzenia parzystosci danej explicite permutacji najtatwiej jest to
zrobi¢ liczac jej przedstawienie w postaci cykli roztacznych. Przyktadowo, dla rozwazanej wczesniej
permutacji

123 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14
75412 3 13 1 10 14 9 6 2 11 8

) = (1,7)(2,5,3,4,12)(6,13,11)(8, 10,9, 14)
tatwo sprawdzamy, ze jest ona parzysta: ma dwa cykle dtugosci parzystej.

15.3 Woyznacznik

Warto$¢ wyznacznika macierzy M = (a;j); j=1,.., mozna zada¢ wprost jako:

[(aij)ig=t,.m] = D sgn(o) [] aqicwy = Y sgn(o) [[ aoqi -
=1 =1

oES, oESy

Prosty dowod pozostawiamy jako ¢wiczenie.



Rozdziat 16

Dziatania grupy na zbiorze

16.1 Mnozenie podzbioréw grupy
W podzbiorach grupy G definiujemy dziatanie:
U-W=Auw : weU weW}
Latwo sprawdzi¢, ze jest ono taczne, czyli
uv-w-v)y=U-W)-V=U-W-V.

z tak zdefiniowanym dzialaniem sa monoidem (maja jednosé, jest to {e}).

Dla zbioréw jednoelementowych zwykle bedziemy opuszczaé nawiasy oznaczajace zbiér i pisac
a - U lub po prostu aU, opuszczajac znak dziatania grupowego.

Bedziemy tez korzystaé z rozdzielnoéci mnozenia wzgledem sumy (mnogosciowej), tzn.:

UVUW)=UVUUW oraz (VUW)U=VUUWU .

Fakt 16.1. Niech G grupa, H < G to jej podgrupa. Wtedy:

« 9G=Gg=G;
e gH=H <— Hg=H <— gHCH < H9gOH < gH2OH < HgCH <+
ge H.

Dowdd. G jest zamknieta na mnozenie i dlatego

gG C G
W szczegdlnosci
¢ 'GCG@G
Mnozac obustronnie przez g dostajemy
G C gG

Dla mnozenia z prawej strony postepujemy analogicznie; co daje pierwszy punkt.

Jesli g € H to z pierwszego punktu mamy gH = Hg = H. Jedli gH C H to w szczegdlnosci
ge = g € H, analogicznie postepujemy dla Hg C H. Jedli gH O H to mnozaé¢ obustronnie przez ¢ *
otrzymujemy ¢ 'H C H, czyli g7 € H, czyli g € H. O

16.2 Dziatanie grupy na zbiorze

Definicja 16.2 (Dziatania grupy na zbiorze). Mamy zbiér obiektéw kombinatorycznych C oraz grupe
permutacji jego elementéw S(C), oznaczang przez S.

Dziatanie grupy G na C to homomorfizm z G w S. Zwykle zapisujemy to dzialanie jako g(c) lub
nawet gc, pomijajac homomorfizm.
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Dziatanie bedziemy tez rozszerzali do podzbioréw GG w naturalny sposob: jesli G dziata na C to
dla U C G definiujemy

Uc={gc: geU}

Orbita elementu c: Ge = {g(c) : g € G}
Stabilizator elementu c: {g € G : g(c) = c}. Zauwazmy, ze G, to najwiekszy zbidr taki ze G.c = c.

Przyktad 16.3. Rozpatrzmy zbiér szeSciennych kostek ze Scianami pomalowanymi na biato lub czarno.
Dziata na nim grupa obrotéw (obrotéw i odbi¢) szescianu. Zauwazmy, ze grupa obrotéw ma fizyczna
interpretacje, grupa obrotéw i odbi¢ juz nie bardzo.

Rozpatrzmy zbiér mozliwych kostek domina (pola od 0 do 6). Dziala na niej grupa obrotéw
(obrotéw i odbi¢) prostokata. Podobnie, grupa obrotéw ma sens fizyczny, obrotéw i odbi¢ mniej
(chyba ze sa ze szkta).

Lemat 16.4. Niech G dziala na zbiorze C, zas s € C. Wtedy stabilizator G jest podgrupg G.
Prosty dowdd pozostawiamy jako ¢wiczenie.
Lemat 16.5. Niech G dziala na zbiorze C, zas ¢, € C. Wtedy O,., Oy sq réwne lub rozlgczne.

Dowdd. Jedli O,, O sy roztaczne to OK.
Jesli O., Oy nie sg rozlgczne, to istnieje ich element wspdlny, ktore jest postaci gc = ¢'¢ dla
pewnych ¢, ¢ € G. Wymnézmy te réwnosé lewostronnie przez G:

Ggec=Gg'd .
Jako ze Gg = G = G¢' oraz Ge = O, i G = Oy dostajemy
O.,=0. . O
Lemat 16.6. Niech G dziala na zbiorze C, za$ s € C. Wtedy |Oq| - |G| = |G].

Dowdéd. Popatrzmy na gs dla réznych g € G, takich elementéw jest |G|, ale niektore sg takie same.
W ogolnosci

{gs 1 g€ G} =0y .
Pytanie, dla ilu g € G otrzymujemy ten sam element w O,. Twierdzimy, ze dla |G|, co da teze.
Ustalmy gy € G i popatrzmy na zbiér {g : gs = gos}. Twierdzimy, ze jest on postaci goG:
©
gOGss = gO(GSS) = gos.

& Jesli gs = gos to
9o 'gs=s

i tym samym gy g € Gsi g = go(g5"9) € goGs. O

Whiosek 16.7. Niech G dziala na zbiorze C, za$ s € C. Wtedy |O;| oraz |G| dziela |G|.

Przyktad 16.8. Rozpatrzmy szeScian i grupy: obrotéw oraz obrotéw i symetrii, rozpatrujemy dziatanie
na zbiorze $cian. Popatrzmy na ustalona $ciane. Wielko$¢ jej orbity to 6. Wielko$¢ stabilizatora to 4
(dla obrotéw) lub 8 (dla obrotéw i odbi¢). Czyli rzedy tych grup to 24 lub 48.

Wyjdzie tyle samo, gdybys$my rozpatrywali wierzchotki (orbita ma 8 elementéw, stabilizator 3 lub
6).
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16.3 Lemat Burnside’a

Zliczanie orbit dziatania grupy odpowiada zliczaniu ,nierozréznialnych” wzgledem dziatania grupy
obiektow, np. kostek nierozréznialnych ze wzlegu na obrot itp.

Przyktad 16.9. Rozwazmy plansze do gry w kotko i krzyzyk. Kazde pole ma przypisany jeden z trzech
symboli: kétko, krzyzyk lub nic. Naszg grupa bedzie grupa symetrii kwadratu. Dwie plansze, ktore
mozna na siebie przeprowadzi¢ przy uzyciu elementéw tej grupy uwazamy za ,identyczne” (bo ten
sam gracz wygrywa, taka sama jest strategia itp.). Takie ,identyczne” plansze to dokladnie orbita
planszy wzgledem dziatania tej grupy. A czym sa ,rézne” plansze? To dokladnie rézne orbity. Pytajac
o rézne plansze, pytamy o zbiér orbit.

Pokazemy, jak policzy¢ moc zbioru orbit.

Definicja 16.10 (Punkty state). Dla grupy G dzialajacej na zbiorze C méwimy, ze ¢ € C jest punktem
statym g € G jesdli g(c) = c. Zbiér punktéw stalych g oznaczamy przez

fix(g) ={ceC : g(c)=c} .

Twierdzenie 16.11 (Lemat Burnside'a). Niech G dziala na zbiorze C a O bedzie zbiorem orbit tego
dziatania. Wtedy

O fix(g
01 = 15 X Ifix(y

geG

Dowdd. Popatrzmy na |[{(g,z) : gz = x}|.

{(g,z) - gr=a}=> > 1

T g gr=x

=Xx:|Gx|
Gl
=210,
= |G|Z |O |
= |G| Z Z |O|

0O z€O

—E Y

0e0

= GlO]

{(g.z) s gz=a}|=3 > 1

g T gr=r

= Ifix(g)] a

Przyktad 16.12 (Kontynuacja Przyktadu [16.9). Rozwazmy plansze do gry w kétko i krzyzyk. Kazde
pole ma przypisany jeden z trzech symboli: kotko, krzyzyk lub nic. Nasza grupa bedzie grupa symetrii
kwadratu. Policzmy liczbe punktéw statych dla poszczegdlnych przeksztatcen:

e Kazde z 3° ustawien jest punktem stalym.

0go0 Cztery narozniki musza by¢ tego samego koloru (bo przechodza cyklicznie na siebie), tak samo 4
pola zewnetrzne, mozemy tez dowolnie ustali¢ kolor pola érodkowego. Czyli mamy 3* punktéw
statych.

09700 Tak samo Jak 090 .

o100 Przeciwlegle narozniki sa tego samego koloru, tak samo przeciwlegle pola zewnetrzne. Czyli 3°
punktéw statych.
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symetria wzdluz przekatnej (dwie takie symetrie) pola na przekatnej przechodza same na siebie,
pozostate 6 wymienia sie parami. Czyli 3°.

symetria przez bok (dwie takie symetrie) Podobnie, jak wyzej: 3 pola przechodza same na siebie,
pozostate grupuja si¢ parami.

Czyli w sumie
(37 +2-3°+3°+4.39/8

Warto sprawdzi¢, ze naprawde wyszta liczba catkowita. . .



Rozdziat 17

Warstwy, Twierdzenie Lagrange’a

17.1 Warstwy

Najprostsze dziatanie grupy na sobie: przez mnozenie (z lewej strony). Co sie dzieje z podzbiorami?
A doktadniej: z podgrupa?

Definicja 17.1 (Warstwa). Gdy H < G to warstwg lewostronng H (w G) sa zbiory postaci
aH = {ah : h € H}

za$ prawostronnng

Ha=1{ha : he H}
dla a € G.

Zbior warstw lewostronnych H w G oznaczamy przez G/H.
My bedziemy mysle¢ gtéwnie o warstwach lewostronnych.
Lemat 17.2. « KaZde dwie warstwy sq rownoliczne.
o Kazde dwie warstwy lewostronne (prawostronne) sq rozlgczne lub identyczne.

Dowdd. Dziatanie grupy G na zbiorze warstw lewostronnych przeksztatca dowolna warstwe w dowolng
inng:
(997" )gH =g'H
Czyli |¢'H| < |gH|; z symetrii mamy réwno$¢, ponadto to przeksztalcenie jest odwracalne.
Zatézmy, ze gH N g’ H jest niepuste. W takim razie

gh =¢'l/
dla jakich$ h, h' € H. Domnazajac z prawej strony przez H dostajemy
ghH = gh'H
ale h € H oznacza, ze hH = H, analogicznie h"H = H. Czyli
gH =¢H . O

Aby sprawdzi¢, czy dwa elementy sa w tej samej warstwie nie musimy liczy¢ ich warstw:
Lemat 17.3. Niech H < G. Wtedy

c goH=gH < gi'gge H <= gy'q1 € H

e Hyjo=Hg, < qi19o' € H <= qog;' € H

Dowdéd. Jedli goH = giH to mnozymy obie strony przez g;', otrzymujac gy 'goH = H, co jest
réwnowazne temu, ze gy 'go € H. Reszte pokazuje sic analogicznie. O]
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Whiosek 17.4. W grupie skonczonej

(Twierdzenie Legrange’a) Rzad podgrupy dzieli rzad grupy.

Rzad elementu dzieli rzad grupy.

Kazda grupa o p-pierwszym elementach jest cykliczna i kazdy jej element (poza e) jest genera-
torem.

Dla kazdego a zachodzi al®! = e.
Dowod. Niech H < G.

o 7Zbiér warstw wzgledem H to partycja G, jednoczesnie wszystkie sg réwnoliczne i jedna z nich
to H.

« Dla danego g rzad p to |[(p)|, korzystamy z poprzedniego punktu.
o Wezmy g # e; generuje podgrupe, jej rzad dzieli p i nie jest to 1, czyli to jest p. ]
Whiosek 17.5 (Mate Twierdzenie Fermat'a). Jesli p fa to a? ! mod p = 1.

Dowdd. Wystarczy pokaza¢ dla a € {0,1,...,p — 1}. Popatrzmy na Z, \ 0 z mnozeniem. To jest
grupa, ma p — 1 elementéw. Czyli a?~! = e w Z,, \ 0. Czyli to jest 1 modulo p. O]

Definicja 17.6 (Indeks podgrupy). Indeks podgrupy H wzgledem grupy G to ilo$¢ warstw lewostron-
nych H w G, oznaczamy przez G : H.

Wartos¢ jest taka sama, jesli wezmiemy warstwy prawostronne. Zwykle zajmujemy si¢ przypad-
kiem, kiedy indeks podgrupy jest skoficzony (a najczesciej tym, ze obie grupy sa skonczone).

Przyktad 17.7. Nasza grupa beda obroty i odbicia kwadratu; niech wierzchotki kwadratu beda ponu-
merowane 1,2, 3,4, w kolejnosci przeciwnej do ruchu wskazéwek zegara, 1 w prawym dolnym rogu.
Ta grupa ma 8 elementéw (identyczno$é, obrét o 90°, 180°, 270°, symetrie wzgledem przekatnych,
symetria pionowa i symetria pozioma) i mozemy o niej mysleé¢ jak o podgrupie Sy, czyli te elementy
to e;(1,2,3,4);(1,3)(2,4);(1,4,3,2); (1,3);(2,4); (1,4)(2, 3); (1, 2)(3, 4).

Wezmy podgrupe obrotéw, ma 4 elementy e; (1,2, 3,4); (1,3)(2,4); (1,4, 3,2). Ma tez dwie warstwy
(warstwa lewostronna i prawostronna zgadzaja sie): sama ta grupa {e; (1,2, 3,4); (1, 3)(2,4); (1,4, 3,2)}
oraz odbicia {(1,3);(2,4);(1,4)(2,3);(1,2)(3,4)}.

Wezmy grupe generowang przez symetrie pionowa, ta grupa ma dwa elementy (symetria pionowa
(1,4)(2,3) i identycznos¢ e).

Warstwy lewostronne:

o efe, (1,4)(2,3)} ={e, (1,4)(2,3)}.

o (1,2,3,4){e,(1,4)(2,3)} ={(1,2,3,4),(2,4)}.

o (13)24){e (1,4)(2,3)) = {(1,3)(2,4): (1,2)(3.4)}.
o (1,4,3,2){e, (1,4)(2,3)} ={(1,4,3,2);(1,3)}.
Warstwy prawostronne:

1,4)(2,3)}e = {e, (1,4)(2,3)}.

(2,3)}(1,2,3,4) ={(1,2,3,4); (1,3)}.
(2,3)3(1,3)(2,4) = {(1,3)(2,4); (1,2)(3,4)}.
(2,3)

)
:(1,4)
1,4)(2,3)}(1,4,3,2) = {(1,4,3,2); (2,4)}.
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Przyktad 17.8. Grupa permutacji na 3 elementach (S3). Podgrupa generowana przez cykl (1,2,3)
ma 3 elementy. Czyli ma dwie warstwy (ta podgrupa: permutacje parzyste i pozostate elementy:
permutacje nieparzyste).

Podgrupa generowana przez cykl (1,2) (innymi stowy: wszystkie permutacje, ktére trzymaja 3
w miejscu). Ma dwa elementy, czyli ma 3 warstwy lewostronne i 3 prawostronne.

Lewostronne

« {e.(1,2)};
o (L3){e, (1,2)} ={(1,3):(1,2.3)}1;
° (273){67 (172)} = {(2a3); (17372)}'

Opis: na co przechodzi 3; opis mozna wyprowadzi¢ z Lematu[I7.3]— zauwazmy, Ze nasza podgrupa
to zbior elementow, ktore nie ruszaja 3.
Prawostronne

° {67 (1a2>}§
* {67<172)}(173) = {<173);(1>372)};
« {e,(L,2)}(2,3) ={(2,3); (1,2,3)}.

Opis: co przechodzi na 3; jak wyzej — mozna go wyprowadzi¢ z Lematu [17.3
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Rozdziat 18

Homomorfizmy i grupy ilorazowe, podgrupy
normalne.

18.1 Homomorfizmy

Definicja 18.1 (Jadro, obraz homomorfizmu). Dla homomorfizmu ¢ : G — H jego obraz to Imp =
{p(9) : g € G} = p(G) zas jadro to ker p = {g : p(g) = e} = ¢~ '(e).

Lemat 18.2. Dia homomorfizmu ¢ : G — H jego jadro i obraz to podgrupy, odpowiednio G oraz H.
Dowdéd. Jadro:

element odwrotny jesli p(a) =e to p(a™) ="' =e.

dzialanie jesli p(a) = ¢(b) = e to ¢(ab) = e.

Obraz.

element odwrotny p(b~!) =a™!.

sktadanie Jedli a,a’ € Im @ to istnieja b,V takie ze p(b) = a, (V') = d’ i wtedy p(bb') = ad’. O

Jaki jest zwiazek miedzy podgrupami a homomorfizmami? Miedzy podgrupami a jadrem jakiego$
homomorfizmu?

Definicja 18.3 (Podgrupa normalna). H jest podgrupg normalng G, gdy aH = Ha dla kazdego
elementu a € G; zapisujemy to jako H < G.

Przykfad 18.4. 1. Trywialna podgrupa {e} jest zawsze normalna.
2. Grupa alternujaca A, jest normalng podgrupa S,.
Grupa obrotéw kwadratu jest normalna podgrupa jego symetrii.
Wszystkie podgrupy grupy przemiennej sa normalne.
Centrum kazdej grupy jest podgrupa normalna.
Podgrupa grupy Sy : {e, (1,2)(3,4),(1,3)(2,4),(1,4)(2,3)} jest normalna.

Kazda podgrupa indeksu 2 jest normalna.

® NS o W

Wspotrzedna w produkcie grup jest zawsze normalna.
Lemat 18.5. Nastepujgce warunki sq rownowazne dla podgrupy H
1. aH = Ha dla kazdego elementu a;

2. aH C Ha dla kazdego elementu a;
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3. aH 2O Ha dla kazdego elementu a;

4. aHa ' = H dla kaZdego elementu a;
5. aHa™' C H dla kazdego elementu a;
6. aHa' D H dla kazdego elementu a.

Dowdd. Pokazemy réwnowaznosé trzech pierwszych warunkéw a nastepnie rownowaznosé warunku ¢
oraz i + 3.
(1 = 2) Oczywiste.

(2 = 3) Mnozac aH C Ha z lewej i prawej przez a~! dostajemy Ha ' C a 'H.

(1 = 2) Jak wyzej, mnozac przez a '

z lewej i prawej dostajemy 2, 31 2 to 1.
(i & i+ 3) Nalezy pomnozy¢ z lewej przez a~! lub z prawej przez a. O]

Definicja 18.6 (Podgrupa sprzezona). Dla H < G podgrupa postaci gHg ' to podgrupa sprzezona
do H.

Fakt 18.7. Podgrupy sprzezone sq izomorficzne. W ogéolnosci dla g € G przeksztatcenie h — grg™
jest izomorfizmem grupy z samq sobg (moze to byc identyczno$é).

1

Lemat 18.8. Jesli o : G — H jest homomorfizmem, to ker ¢ jest podgrupg normalng.

Dowdd. Niech N = ker p. Wystarczy pokazaé, ze gNg~ ' C N. W tym celu wystarczy pokazaé, ze
©(gNg™) = e, czyli ze p(gng™') = e dlan € N:

(
= o(g)ev(g™)
= o(g)p(g™")
=gy
= ¢(e)
=e ]

18.2 Dziatanie na warstwach

Popatrzmy na dzialanie mnozenia podzbioréw grupy w ograniczeniu do warstw (prawostronnych)

H 4 G. Wtedy

Ha)(bH) (18.1)

I tym samym zbior tych warstw jest zamkniety na tak zdefiniowane mnozenie.

Definicja 18.9 (Grupa ilorazowa). Gdy H jest podgrupa normalna G, to zbiér warstw H w G, czyli
G/H, ma strukture grupy dla dziatania:
aH -bH = abH

Grupe te nazywamy grupg ilorazowg.
Lemat 18.10. ,Grupa ilorazowa” jest grupg.
Dowdd. Zgodnie z (18.1]) jest ona zamknieta na tak zdefiniowane mnozenie.

bacznosé istnieje, bo jestedmy w pdétgrupie podzbioréw G z mnozeniem.

Element neutralny to eH = H.

Element odwrotny tatwo podaé: dla aH to a ' H. O
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18.3 Naturalny homomorfizm G — G/H.

Lemat 18.11. Niech H < G bedzie podgrupg normalng G. Wtedy naturalny rzut z G na warstwy G,
tj. 7y : G— G/H, gdzie my(a) = aH, jest homomorfizmem; co wiecej, H = ker my.
Dowdd. Trzeba sprawdzié¢, ze jest to homomorfizm: dla g, ¢ € G:
mr(99) = 99'H

=gHg'H

=mu(9)mu(y) -
Analogicznie pokazujemy, ze 7y (g7') = mg(g)~ .
Jadro to {¢g : gH = H}, czyli doktadnie H. O

Twierdzenie 18.12. Niech ¢ : G — G’ bedzie homomorfizmem. Wtedy istnieje izomorfizm 1 :
G/ker p — Im .

Dowdd. Oznaczmy H = ker .
[zomorfizm definiujemy jako ¢¥(aH) = p(a).
Kwestia sprawdzenia definicji:

dobrze okreslone Jedli aH = bH to

p(aH) = p(a)p(H)
p(a)e
p(a) .

W szczegdlnosci, warto$é 1) nie zalezy od wyboru reprezentanta warstwy.

na jasne, bo chcemy na Im ¢ i dla dowolnego a € G mamy p(aH) = ¢(a).

réznowartos$ciowo$é Zatézmy, ze (aH) = ¢(bH). Wtedy, jak dwa punkty temu: ¢(a) = p(aH) =
©(bH) = (b) czyli p(a™'b) = e i tym samym jest w jadrze. Czyli a='b € H i w takim razie
aH =0bH.

homomorfizm Wezmy ¢(aH) = p(a), v(bH) = ¢(b). Wtedy ¢(aHbH) = ¥(abH) = p(ab). O

18.4 Kongruencje, konstrukcja Z,

To pozwala na zdefiniowanie kongruencji dla podgrupy normalnej H < G-
a=g b aH=bH <= a=pbealbeH <+<— a=pbsbatleH

(Zauwazmy tez, ze aH = Ha oraz bH = Hb.)
To jest kongruencja:

Definicja 18.13 (Kongruencja w grupie). Relacja =C G? na grupie G jest kongruencijg, jesli:
relacja r6wnowaznosci jest relacja rownowaznosci oraz
zachowuje dzialania zachowuje dzialania, tzn. dla kazdych a,ad’, b, b’ € G zachodzi:
a=bAd =b — ad =0V
a=b—al=0b"1

Poprawnos¢ definicji kongruencji =5 mozna policzy¢ wprost, ale nie trzeba: wynika z tego, ze
przeksztalcenie a — aH jest homomorfizmem.

18.4.1 Konstrukcja Z,,

Wazny przyktad: Z,: kongruencja na Z wzgledem podgrupy ,liczby podzielne przez n”, zwyczajowo
okreslanej jako nZ. Jako ze Z jest przemienna, to ta podgrupa jest normalna. Czyli mamy podgrupe
normalng, konstrukcje Z, oraz kongruencje na Z.



122 ROZDZIAL 18. HOMOMORFIZMY I GRUPY ILORAZOWE, PODGRUPY NORMALNE.



Rozdziat 19

Pierscienie, ciata, arytmetyka modularna

19.1 Pierscienie

Definicja 19.1 (Pierécien). Pierscien, oznaczany zwykle przez R, to zbiér z dwoma dziataniami +, -,
spelniajacymi warunki:

e (R, ") jest potgrupa (niekoniecznie przemienna)
o (R,+) jest grupa przemienna

Ponadto zachodzi rozdzielno$¢ mnozenia wzgledem dodawania
e a(b+c)=ab+ac, (b+c)a=ba+ ca

Pierscien jest z jednoscig, jesli ma element neutralny dla mnozenia. Pierscien jest przemienny, jesli
ab = ba (czyli pétgrupa ze wzgledu na mnozenie jest pélgrupa przemienna).

Dalej bedziemy sie zajmowaé w zasadzie tylko i wylacznie pierScieniami przemiennymi z jednoscia.

Definicja 19.2. Cialo [F to pierécien przemienny z jednoscia, w ktérym (F,-) jest grupa, tzn. kazdy
element ma element odwrotny, oraz elementy neutralne dodawania i mnozenia sg rézne (,,0 # 17).

Przyktad 19.3.  « liczby catkowite Z
» macierze o wspotezynnikach z dowolnego ciala (pierscieft nieprzemienny!)
o Zuy: liczby modulo m z dodawaniem i mnozeniem
o R[z] wielomiany o wspétczynnikach z R
o R[[z]] szeregi formalne o wspotezynnikach z R.
Twierdzenie 19.4. Z,, jest cialem <= m jest pierwsze.

Dowdd pokazemy w dalszej czesci rozdziahu.

19.2 Arytmetyka modularna Z,,

Definicja 19.5 (Liczenie modulo, Z,,). a przystaje do b modulo m gdy m|(a — b). Oznaczenie:
a=,b .
Reszta z dzielenia przez m:
amodm=0b < a=,bAbe{0,1,....m—1} .
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Lemat 19.6. Dia dowolnego m € Z, relacja =, jest kongruencja ze wzgledu na mnozenie i doda-
wanie, tzn.:

a=,bNd =, b = ad =, bV

a=,bANd =, 0 =a+d=,b+b .

Whiosek 19.7. Przeksztatcanie n — nmod m jest homomorfizmem pierscieni Z i Z,,.

To wazne o tyle, ze wykonujac dziatania mod m mozemy dowolnie przetaczac¢ sie¢ miedzy Z i Z,,.

W sumie to chcieliby$Smy wiecej: czy ,,prawa’” przenosza si¢ miedzy Z i Z,,? Na pewno nie wszyst-
kie: umiemy powiedzie¢, ze w Z sa conajmniej 3 rézne elementy, ale to nie jest prawda w Zs. Okazuje
sie, ze prawa sie przenoszg, jesli nie uzywajg negacji.

Definicja 19.8 (Formuta pozytywna). Niech t;, t; beda wyrazaniami zbudowanymi z nawiaséw, zmien-
nych xq,xs, ..., T,, elementow z A oraz dziatan +, -. Wtedy formuta ¢ sktadajaca sie spdjnikow A, V
oraz rOWNOSci t; = to, gdzie tq,ty sa jak wyzej, nazywamy formula pozytywng.

Lemat 19.9. Niech ¢ bedzie formula pozytywng, zas ¢ : A — B bedzie homomorfizmem na pierscien
B

Jesli
Q1$1Q2$2 cee ann¢(x17 Loy ... 7xn)
zachodzi w A, to w B zachodzi:

Q1$1Q2$2 cee annw,(xla T, ... ,.’L’n) )

gdzie V' jest uzyskane z 1 przez zamiane stalych ¢ w wyrazeniach przez p(c) za$ Q; jest kwantyfika-
torem (uniwersalnym lub egzystencjalnym).

Dowdd to indukcja po strukturze. Podstawa indukcji wynika z tego, ze to homomorfim i nie ma
negacji.

Dowdd nieobowigzkowy. Pokazujemy, ze dla kazdego wyrazenia ¢t arytmetycznego, tj. zbudowanego
ze zmiennych, statych oraz operacji dodawania i mnozenia, zachodzi

t'(p(ar), p(az),...,pla,)) = @(t(ar,ag,...,a,)) .
Dowdd przebiega przez standardows indukcje po strukturze ¢:
stata jeSlit =ce€ Atot' = p(c) € Bijest OK.

+ jeslit = t1+to to t' = t]+t), i z zatozenia indukeyjnego t(¢p(a1), p(az), . . ., p(a,)) = e(ti(ar, as, ..., an)).
Wtedy

go(tl(al, as, ... 7(ln)) + QO(tQ(Cll, as, . .. ,an))
ti(p(ar), p(az), ..., plan)) + ty(p(ar), p(az), ... p(an))
t'(p(ar), plaz), ..., lan)) -

o(t(ay,az,...,a,))

- Analogicznie jak dodawanie.

Przechodzac dla dowodu dla formut. Przejscie przez spéjniki jest podobne jak powyzej. Dla kwan-
tyfikatoréw uzywamy definicji spetnialnosci formut z kwantyfikatorami. Jedyne, co istotne, to ze

jesli réwnosé ti(aq, ..., a,) = ta(aq,...,a,) zachodzi w A to w B zachodzi t)(p(a1),...,¢o(a,)) =
th(e(ar), ..., p(a,)). Zauwazmy, ze przy kwantyfikatorze uniwersalnym uzywamy tego, ze homomor-
fizm jest ,na”.

To daje réwnos¢ dla kwantyfikatoréw (sprawdzamy semantyke kwantyfikatoréw) ]

Whiosek 19.10. W Z,, zachodza wszystkie prawa, o ktérych myslimy.



19.3. ALGORYTM EUKLIDESA 125

19.3 Algorytm Euklidesa

Wracamy do naszego ulubionego ciala: Z,. Kiedys juz powiedzieliSmy, Ze jest tam element odwrotny.
A cow Zp,7 Jest? Nie ma? Dla ktérego jest, czy mozna efektywnie wyznaczy¢?

Konstrukcyjna metoda uzywata bedzie algorytmu Fuklidesa. Opiera sie on na obserwacji, ze
nwd(a,b) = nwd(a—b, b) oraz nwd(0, b) = nwd(b,0) = b. Mozna to przyspieszy¢, poprzez nwd(a, b) =
nwd(amod b, b).

Definicja 19.11. Liczba 0 # k € N jest najwickszym wspdlnym dzielnikiem a, b € Z, jedli k|a, k|b i
dla kazdego ¢ zachodzi l|a,l|b = (|k.
Oznaczenie: nwd(a, b).

Uwaga. nwd jest najwiekszy w sensie porzadku czesciowego zdefiniowanego przez podzielnosc.
Lemat 19.12. Niech k # 0,ab, k € Z. Wtedy:

1. Jesli k|la i k|b to k|(a +b) i k|(a —b).

2. Jesli kla i k|b to k|(amod b).

3. Jesli k|(amod b) 7 k|b to kl|a.

Dowdd. Pierwsze: trywialne, reszta to zastosowanie pierwszego. O

Algorytm 2 Algorytm Euklidesa

Zalozenie: a,b sg nieujemne, choé jedna jest dodatnia
1: while a > 0 oraz b > 0 do
2: if a < b then

zamien a, b

a<a—>b > Moze tez by¢ amod b
if a > b then

return a
else

return b

Whiosek 19.13. Algorytm Euklidesa zwraca najwickszy wspolny dzielnik.

Lemat 19.14. Algorytm Euklidesa (w wersji z modulo) dziala w czasie wielomianowym (od diugosci
zapisu liczb). To ograniczenie jest $cisle.

Dowdd pozostawiamy jako zadanie.

Lemat 19.15. W czasie algorytmu Fuklidesa mozemy przechowywane liczby reprezentowac jako kom-
binacje liniowe (o wspétczynnikach calkowitych) a oraz b.

Dowdd. Przez indukcje. O
To pozwala na
Lemat 19.16. Dia a,b € Z, istniejg x,y € Z takie Ze
nwd(a, b) = za + yb.

Doktadnie jedna z tych liczb jest dodatnia i jedna niedodatnia. Dodatkowo, liczby te mozna wybrac
tak, zZe |x| < b, |y| < a. Jesli nwd(a,b) = 1 to sq dokladnie dwa takie wyrazenia (w jednym x jest
dodatnie a w drugim ujemne).

Proty dowéd pozostawiamy jako ¢wiczenie.

Lemat 19.17. W pierscieniu Z,, element a ma element odwrotny <= nwd(a,m) = 1.
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Dowdéd. Niech m’ = nwd(a,m) > 1, zat6zmy, ze a ma element odwrotny b. Wtedy ab = km + 1 dla

pewnego k > 0. Ale m/|a, czyli tez m/|(km + 1), a jako ze m/|m dostajemy, ze m/|1, sprzecznosé.
Jesli nwd(a, m) = 1 to istnieja z,y € Z, takie ze ax + my = 1. Elementem odwrotnym do a jest

r:ar =1—my itym samym axr =,, 1. ]

Uwaga. Zauwazmy, ze Lemat [19.17 w szczegblnosci daje dowdd Twierdzenia [19.4]

19.4 Elementy odwracalne

Definicja 19.18 (elementy odwracalne). Element a pierécienia R nazywamy odwracalnym, jesli istnieje
b € R takie ze ab = 1.
Zbiér elementow odwracalnych pierscienia R oznaczamy jako R*.

Twierdzenie 19.19. Dia dowolnego pierscienia R z jednoscig zbior elementow odwracalnych R* jest
grupg na mnozenie.

Dowdd. Trzeba sprawdzi¢, ze R* jest zamkniete na branie elementu odwrotnego oraz na mnozenie.
1 jest odwracalne.
Jesli a jest odwracalne to a™! tez.
Jedli a,b sg odwracalne, to elementem odwrotnym do ab jest b=ta=!. O]

Uwaga. Z;, nie ma struktury pierscienia, w szczegélnosci nie jest cialem!
Twierdzenie 19.20. Dia ciala skonczonego F grupa F* jest cykliczna.
To twierdzenie jest do$¢ trudne, Rozdzial [22| zawiera dowéd w przypadku F = Z,,.
Definicja 19.21 (Symbol Eulera). ¢(m) to liczba liczb wzglednie pierwszych z m mniejszych od m.

Whiosek 19.22 (Twierdzenie Eulera). Niech a, m sa wzglednie pierwsze. Wtedy
a?™ =1 mod m

Dowdd. 7 jest grupa o ¢(m) elementach. Rzad elementu dzieli rzad grupy o(m). O

19.5 Chinskie twierdzenie o resztach

Definicja 19.23 (Produkt pierscieni.). Produkt pierscieni definiujemy standardowo: dla pierécienie
R, R’ ich produkt R x R’ ma jako zbiér iloczyn kartezjanski zbioréw R, R’ a dzialania sg po wspol-
rzednych.

Lemat 19.24. Proste wlasnosci:
e RX R 1R X R sqizomorficzne

o produkt kartezjanski jest tgczny (z dokladnoscig do izomorfizmu): Ry X (Re X R3) i (R1 X Ra) X R3
sq izomorficzne

o Jesli Ry jest izomorficzne z R} a Ry z Ry, to Ry X Ry jest izomorficzne z R} x RY.

Twierdzenie 19.25 (Chiniskie Twierdzenie o resztach). Jeslimy, ma, ..., my sq parami wzglednie pierw-
sze, to naturalny homomorfizm 2 Ly my-m, W 1Y, Zon,, gdzie na i-tej wspdtrzednej bierzemy modulo
Lo, jest izomorfizmem.

Dowadd. Wystarczy pokazaé¢ dowdo dla k = 2, dla dowolnego iloczynu myms - - - my, wynika z prostej
indukcji: najpierw pokazujemy izomorfizm Zi,,my.my Z Lmymg-my, 1 Lmy X Limy.comy, s POYEM Ly, Z
Loy X Lipg.om,, 1td.

Zauwazmy, ze oba zbiory Zy,my 1 L, X Lo, sa skoficzone i maja ta sama licznosé (my-mo), tak wiec
wystarczy pokazad, ze naturalny homomorfizm jest ,na” i to juz da tez, ze jest on réznowartosciowy.
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Wystarczy pokazaé, ze dla m = my - mo, dla my, ms jak w sformutowaniu twierdzenia, potrafimy
wskazaé liczby nq, ng, takie ze ich rzuty na Z,,, X Z,,, daja (1,0) oraz (0,1). Wtedy dowolny element
(v, B) € Ly X Ly, otrzymujemy jako rzut an; + fns (bo to jest homomorfizm).

Poniewaz nwd(my, my) = 1 to z Algorytmu Euklidesa dostajemy liczby z,y, ',y takie ze xm; +
yme = x'mq +y'mo = 1 oraz x,y’ > 0 > 2/, y. Nasze liczby to n; = y'my oraz no = rmy. Wtedy ny
mod my = 0, ny mod m; = (1 — 2'm;) mod my = 1; analogicznie dla ns. O

Uwaga. Reprezentacja duzych liczb przy uzyciu Chinskiego Twierdzenia o resztach jest jedna z naj-
praktyczniejszych.

19.6 Zastosowanie: Algorytm szyfrowania Rabina

Dane: dwie duze liczby pierwsze p, ¢ znane wtascicielowi. Publicznie znane jest jedynie: n = pq.
Traktujemy komunikat do zaszyfrowania jako element z Z,, oznaczamy go jako ¢ (jesli ¢ jest

wicksze niz n, to dzielimy je na kawaltki). Nadawca wiadomosci przesyta komunikat ¢ mod n.
Chcemy pokazaé, ze:

1. odbiorca umie odtworzy¢ ¢ z c?

2. jedli kto§ umie odtworzyé ¢ z ¢ to umie roztozyé n na p, ¢, co uznajemy na trudny problem

Trzeba zrozumie¢ najpierw, jak wyglada mnozenie w Z,. Z chinskiego twierdzenia o resztach
Loy, = Ly X Lg. To najpierw w Zy, i Z,.
Skorzystamy z silnego twierdzenia, ktére udowodnimy potem:

Twierdzenie 19.26. Grupa Z,, jest cykliczna.
Ile jest liczb, ktére sg kwadratami oraz jakiej sa postaci?
Lemat 19.27. Jesli p jest liczbg pierwszq, to a* =, b* wtedy i tylko wtedy, gdy a =, b lub a =, —b.
Dowad.
=0 = a*-b*=,0

< (a—0b)(a+b)=,0

< a—-b=,0luba+b=,0

< a=,bluba=, -0 []

W szczegblnosei, w Z, dla zadanego ¢ mamy dwa mozliwe odszyfrowania: ¢ i —c. W Z,,, mamy
4.
Whiosek 19.28. W Zy jest (p—1)/2 kwadratéw i (p—1)/2 nie-kwadratéw. Sg to odpowiednio parzyste
i nieparzyste potegi generatora.

Dowdd. Jest p — 1 elementow, dwa przeciwne przechodza przez kwadrat na to samo i zadne inne,
czyli (p —1)/2 jest kwadratami, czyli (p — 1)/2 nie jest. Potegi parzyste oczywiscie sa kwadratami,
sa rézne i jest ich (p — 1)/2. Czyli nieparzyste to nie-kwadraty. O

Whiosek 19.29. Jedli g jest generatorem w Z3, to g~ D/2 = —1.

Dowdd. Wiemy, ze (gP~1/2)2 = gp=1 = 1. Z drugiej strony, sq najwyzej dwie liczby z takie ze 2% = 1;
tatwo sprawdzié, ze sa to —1 oraz 1. Jako ze g jest generatorem, to nie moze by¢, ze g?®~1/2 =1 (bo
wtedy ¢ nie jest generatorem), czyli gP~V/2 = 1. O

Lemat 19.30. Jesli p jest pierwsza to w Z, jesli a jest kwadratem, to a®?= /2 = 1, w przeciwunym
przypadku a®?~1/? = —1.

Dowdd. kwadrat Wtedy a = g?F i aP=V/2 = o=k = (gp=1)k = 1k = 1,
nie-kwadrat Wtedy a = ¢* dla nieparzystego £. Mamy (¢*)P~1/2 = (¢®=V/2)¢ = (—1)f = -1 . O
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19.6.1 Odtwarzanie
Dla utatwienia obliczen, zaktadamy, ze p = 3mod 4, czyli p = 4k + 3.
Lemat 19.31. Dia c € Z, mamy c?~V/2 =1 [ub (—c)P~1/2 =1

Dowdd. Niech g bedzie generatorem. Wtedy —1 = ¢®~1/2 = ¢%+1 czyli jest nieparzysta potega
generatora. Czyli doktadnie jedna z ¢, —c jest nieparzystg potega generatora, a jedna parzysta. Dla
tej parzystej zachodzi teza. O

Bez zmniejszenia ogdlnosci w dalszej czesci zaktadamy, ze ¢®~D/2 = 1.

Z Lematu mamny, ze ¢2*t2 = cP=1/2¢ = ¢. Czyli wystarczy podnie$é komunikat ¢ do potegi
k + 11 dostajemy c¢. W drugim przypadku, gdy ¢®—1/2 = —1, otrzymujemy —ec.

Robimy tak dla p,q i tym samym dla n.

19.6.2 Odtwarzanie implikuje rozktad liczby na czynniki

Zakladamy, ze algorytm deszyfrujacy jest deterministyczny, tj. dla zadanego m zwrédci zawsze ten
sam wynik (czyli komunikat ¢, taki ze ¢ = m).

Algorytm 3 Algorytm faktoryzujacy n uzywajacy dekodowania szyfru Rabina
Zalozenie: n = pq, n znane, p, q: liczby pierwsze
wylosuj (jednostajnie) x € Z
oblicz z?
zdekoduj ¢ z 2 mod n
if c=x lub ¢c=n — z then
wr6é do kroku [I]
wyznacz p = nwd((c + z)/2,n)
return (p,n/p)

Lemat 19.32. 7 prawdopodobieristwem 1/2 otrzymujemy dzielnik n

Dowdd. Zauwazmy ze x odpowiada parze (z,,z,) W Z, X Z,. Mozliwe zdekodowane wiadomosci
z (23,22) to (Tp,7q), (Tp, —24), (—Tp,2q) i (—2p, —24) i kazda z nich jest réwnie prawdopodobna
(bo dekoder jest deterministyczny a my losowali$my, czyli z réwna szansa trafiliémy na kazda z tych
czworek).

Jesli dekoder zwréci (2, z,) lub (—z,, —z,), czyli « lub —z, to nic nie mamy. Ale jesli jedna z
pozostatych par, np. (—z,,x,), to ((z,,z,) + (—xp, 24))/2 = (0, z,), czyli liczbe podzielng przez p.
Liczac nwd z n = pq dostajemy p. O]

Argument, gdy dekoder nie jest deterministyczny, lecz losowy, wyglada analogicznie.



Rozdziat 20

Wielomiany

20.1 Pierscien wielomianow

Definicja 20.1 (Wielomian). Wielomian f to ciag (ao,as,...,a,), mySlimy o nich jako o ¥ a;z".

Zwykle zaktadamy, ze a, # 0, w przeciwnym razie dla n > 0 utozsamiamy ag, ..., 0, % ag, ..., 0p_1.
Mnozenie wielomianéw definiujemy tak, jak sie¢ spodziewamy, tzn. dla wielomianéw (a, ..., a,)
oraz (bo, ..., by) ich iloczyn to (co, ..., Chim), gdzie:

k
Cr = Z aibk_i .
=0

Zbiér wielomiandéw o wspotezynnikach z pierécienia R oraz naturalnym dodawaniem i mnozeniem
(tj. po wspotrzednych) to pierscien wielomiandw R[z]|. Zerem w tym pierécieniu jest wielomian (0).

Liczby ag, . . ., a, to wspotczynniki wielomianu, jesli a,, # 0 to jest on wspotczynnikiem wiodgcym.
Stopien wielomianu deg(aq, . .., a,) dla a, # 0 to n. W przypadku wielomiany zerowego stopien
to —oo.

Zauwazmy, ze jest dobrze okreslone nawet dla pierscienia nieprzemiennego. Jesli myslimy o wie-
lomianach jak o ciagach, to te operacje nazywamy splotem dwoch ciagéw (i czesto oznaczamy przez

Mozemy tez mysle¢ ze wielomiany to ciggi nieskonczone, ktore maja tylko skonczenie wiele nie-
zerowych wyrazéw. Wynik mnozenia z dodanymi wiodacymi zerami jest taki sam.

Lemat 20.2 (Poprawno$¢ definicji). R[z] z mnozeniem zdefiniowanym jako splot jest pierscieniem.
Jesli R jest pierscieniem przemiennym (z jednodcig), to R[x] teZ jest pierscieniem przemiennym
(z jednosciq).

Zwykle zajmujemy si¢ wielomianami o wspétczynnikach z ciata.

Lemat 20.3. Niech f,g € R[x]. Wtedy

deg(f + g) < max(deg(f),deg(g))
deg(f - g) < deg(f) + deg(g) -

Jesli R jest ciatem, to

deg(f - g) = deg(f) + deg(g) .

Uwaga. W ostatnim punkcie zalozenie, ze R jest cialem jest istotne: np. w Zg mamy 2-3 = 0 i iloczyn
tych dwoch wielomianéw stopnia 0 ma stopien —oo.

Dowdd. Niech f = (fo,.., fn); 9= (90,---,9m), gdzie deg(f) = n,deg(g) = m.
Wtedy f+g¢ ma same wspo6tezynniki 0 powyzej pozycji max(n, m), czyli deg(f+¢g) < max(deg(f), deg(g).
W f - g zgodnie z definicja splotu dla k& > m + n w kazdym iloczynie przynajmniej jeden wspot-
czynnik jest zerowy.
Jesli R jest ciatem, to wspdtezynnik przy " wynosi f, - gm, przy czym f, # 0 # g,,. Skoro R
jest ciatem, to w takim razie f,, - g,, tez jest niezerowe i tym samym deg(f-g) = deg(g) +deg(f). O

129
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20.2 Ewaluacja (wartosciowanie) wielomianéw

Wielomian f € R[z] réwny (ao, .. ., a,) mozemy tez potraktowaé jako funkcje z R w R, zdefiniowana
w naturalny sposéb:

)= awt
k=0

Uwaga 20.4. Rézne wielomiany niekoniecznie definiujg rézne funkcje!
W skoriczonych ciatach to nie jest tak ogdlnie mozliwe; w nieskonczonych tak jest.
Pézniej omowimy to doktadniej.

Lemat 20.5. Niech f,g € R[x] ip € R. Wtedy
f+9p) = fp) +3(p)

Jesli R jest przemienny, to dodatkowo

f-9) = fp)-39(p)

Dowdd. Niech f = (fo,..., fm), 9 = (go,---,9m), jezeli jeden ma mniejsza ilo$¢ wspdtezynnikow,
niz drugi, to uzupetlniamy zerami. Wtedy dla sumy mamy

F+g)=> (fi+g9)' = i fin' + i gp' = f(p) +9(p) -

n
1=0

Dla iloczynu

2m 1
Tg(p) = Z Z fkgi—kpk

1=0 k=0
2m 1 )
=33 furbgr_ip' "
1=0 k=0
= <Z fkp’“) (Z gﬂ)
k=0 =0
= f(p)g(p) O

20.3 Dzielenie, podzielnos$¢ i najwiekszy wspolny dzielnik wielomianéw

Patrzymy na F|[x]. Jest podzielno$é, podobnie jak dla liczb catkowitych.

Lemat 20.6 (Dzielenie wielomianéw). Niech F bedzie cialem a F[z| pierscieniem wielomianéw o wspdl-
czynnikach z F. Dla wielomiandw f, g z tego pierscienia, o stopniach m = deg(f) oraz n = deg(g) #
—oo istnieje dokladnie jedna para wielomianow q,r, taka Ze f = gq + r, gdzie deg(r) < deg(g). EI
Wielomiany te mozna efektywnie wyliczyc.

Wielomiany ¢, r z Lematu nazywamy ilorazem oraz resztq z dzielenia f przez g.

Dowdd. Przez indukcje po stopniu f.

Jedli deg(f) < deg(g), to bierzemy ¢ = 0 oraz r = f.

Jedli deg(f) > deg(g), to bierzemy odpowiednia potege: niech wiodacy wspoétezynnik g to g,, zas
wiodacy wspotezynnik f to f,,. Wtedy f— (fng.})2" ™™g ma mniejszy stopieni (tu korzystamy z tego,
ze wspolezynniki sg z ciala i element g ! istnieje) i z zalozenia indukcyjnego ma reprezentacje

f=(fag 2" Mg =qg+7 .

Wtedy
f=(a+ (fag)z" Mg +r .

'Dla deg(g) = 0 korzystamy z tego, ze deg(0) to —oo
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Latwo sprawdzi¢, ze ¢ + (fng, 1)z ™ spetnia warunki.

To jest de facto algorytm dzielenia.

Jedyno$é: jesli sa dwie reprezentacje, to je odejmujemy i dostajemy nietrywialng reprezentacje
wielomianu 0, sprzeczno$c. O]

Przyktad 20.7. Podzielmy wielomiany f = x° — 32* — 23 + 722 — 4 oraz ¢ = 2° — 32? + 2v z R[z] z
reszta:

x? -3
x3—3x2+2x) x® — 3zt — 2 4 722 —4
— 2% 4 32* — 223
— 323 4 722
323 — 922 + 62
— 222 4+ 62 — 4

Czyli 2° — 32" — 23 + Ta? — 4 = (2% — 32% + 22) (2% — 3) + (—22% + 62 — 4).

Definicja 20.8 (Podzielno$¢ wielomianéw). Wielomian f jest podzielny przez wielomian g, jedli reszta
dzielenia f przez g wynosi 0. Zapisujemy to jako f|g.

Fakt 20.9. f|g <= istnieje wiclomian q taki zZe g = fq.

Lemat 20.10. Kazdy wielomian dzieli 0.
Jesli f dzieli g # 0, to 0 < deg(f) < deg(g).
Jesli f dzieli g © g ma stopien 0, to [ tez ma stopien 0.
Jesli f dzieli g i g dzieli f, to § jest stalq.

Dowdd. Oczywiscie f -0 = 0.

Skoro flgtog=fg' 14, f#0 (bog#0). W takim razie deg(g) = deg(f) + deg(g') > deg(f).

Skoro f|g to deg(f) < deg(g) = 0. Przy czym f = 0 nie jest mozliwe, bo wtedy f|g implikuje
g = 0, co nie jest prawda (bo deg(g) = 0 # deg(0).

Skoro flgig|f to f=gf oraz g = f¢'. Czyli f = f'¢'f. W takim razie f'¢’ = 11 tym samym
f', g’ sa stalymi. ]

Definicja 20.11 (Wielomian nierozkfadalny). Wielomian f € R[z] jest nierozkladalny w Rlx], jesli
deg(f) > 0 i nie istnieja wielomiany g, h € R[x] takie ze f = gh oraz deg(g),deg(h) < deg(f).

Wielomiany stopnia 1 sg nierozktadalne. Ale moga by¢ tez wickszego stopnia: np. wielomian 22 +1
w R[]

Definicja 20.12 (Najwiekszy wspdlny dzielnik (nwd) wielomianéw). Najwiekszy wspolny dzielnik dwéch
wielomianéw f, g to taki wielomian h, ze h|f, h|g oraz jesli W' |f, h'|g, to W'|h.

Zauwazmy, ze nwd wielomianow jest okreslone z doktadnoscia do statej multiplikatywne;j.
Liczymy to przy uzyciu algorytmu Euklidesa. (Caly algorytm i dowéd jego poprawnosci dziata
doktadnie tak jak w przypadku liczb catkowitych).

Lemat 20.13. Kazde dwa wielomiany p,q majg najwickszy wspolny dzielnik. Jest on postaci ap + bq
dla pewnych wielomianow a,b.

Dowdd. Checemy pokazaé, ze jesli f = qg+r to nwd(f, g) = nwd(r, g) (i ze oba istnieja). W tym celu
pokazujemy, ze
plg Aplf <= plgAplr

Obie implikacje to proste rachunki. Postepujac w ten sposéb dochodzimy do nwd(0, p), bo w kazdym

kroku suma stopni spada. Oczywiscie nwd(0, p) istnieje i jest réwne p (z doktadnoscia do statej).
Analogicznie jak dla liczb pokazujemy tez, ze para trzymanych wielomianow jest kombinacja

wejsciowych (wspdlezynniki tez sa wielomianami). O
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Przyktad 20.14. ZnajdZzmy najwickszy wspdlny dzielnik wspomnianych juz wielomianéw f = 2° —

3zt — 2%+ T2% — 4 oraz g = 2° — 32% + 22 z R[z] przy uzyciu algorytmu Euklidesa. Pierwszy krok to
jak poprzednio podzielenie tych wielomiandéw z reszta.

x? -3
x3—3x2—|—2x) z? — 3zt — 23 4 722 —4
— 2% 4 3z* — 223
— 32® + Ta?
323 — 922 + 62
—22% 4+ 62 — 4

Czyli 25 — 32" — 23 + 72? — 4 = (23 — 32% + 22)(2? — 3) + (—22% + 6z — 4).
Dalej korzystamy z:
nwd(af + b, f) = nwd(b, f).

Tym samym pozostaje nam policzenie nwd(—2z% + 6z — 4, 23 — 322 + 2x).

1

— 1
2
—2x2+6x—4) 3 — 322 + 2x
— 23+ 322 — 2
0

Tj., 2* — 32% 4+ 20 = (—52)(—22% 4+ 62 — 4) i w takim razie nwd(—22? + 6z — 4, 2* — 32% + 2z) to
—22% + 61 — 4.
Tym samym poszukiwany najwiekszy wspolny dzielnik f oraz g to

—20% + 6z —4=1-(2° - 32" —2° + 72* — 4) + (—2® + 3) - (—22% + 62 — 4).
Wyrazenie go przez f, g jest proste:
—20% +6x —4 =2 — 32" —2® + T2* —4 — (2° — 32% + 22)(2* - 3) .
Lemat 20.15. Jesli [ jest nierozkladalny oraz f|pips...px to f|p; dla pewnego i.

Dowdd. Dla dwoéch, a potem przez indukcje.
nwd(f, p2)|f, czyli z dokladnoscig do przemnozenia przez stala to jest f lub 1. Jedli f to flps i
ok, w przeciwnym razie
af +bpy =1

Mnozymy przez p,, dostajemy
afpi+bpip2 = p1 .
f dzieli lewg strone, czyli tez praws. ]

Lemat 20.16. Jesli f; sq nierozkladalne oraz nwd(f;, f;) jest stalq dla i # j oraz filg to fi... filg.

Dowdéd. Przez indukcje.
Zaloimy, ze f1--- filg, czyli g = fi--- fig’. Czyli fii1|f1--- fig'. Czyli dzieli jeden z nich. Nie jest
to zaden z f;. Czyli ¢'. O

Twierdzenie 20.17 (Bézout). Jesli F jest cialem, Flx] pierscieniem wielomianéw o wspdlczynnikach
z tego ciata za$ f, (v —c) € Flx] wielomianami z tego pierscienia, to reszta z dzielenia f przez (x —c)

to f(c).
W szczegdlnosci (x — c)|f wtedy i tylko wtedy, gdy f(c) = 0.
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Dowdéd. Niech f = q(z—c)+r, gdzie deg(r) < deg(zx—c) = 1, tj. r jest stata. Obliczmy warto$ciowanie
lewej i prawej strony w punkcie c:

co daje teze. O]

Definicja 20.18 (Pierwiastek, rozwigzanie wielomianu). ¢ nazywamy pierwiastkiem (rozwiazaniem)
wielomianu f, gdy (x — ¢)|f; c jest pierwiastkiem k-krotnym, dla k > 1, gdy (x — ¢)*|f.

Whiosek 20.19. c jest pierwiastkiem f wtedy i tylko wtedy gdy f(c) = 0.
Twierdzenie 20.20. Wielomian 0 # [ € Flx] ma najwyzej deg(f) réznych pierwiastkow.

Dowdd. Zatézmy, ze ma k > n réznych pierwiastkow pq, ..., pr. Wtedy jest podzielny przez kazdy
z wielomianéw (x — p;). Poniewaz sa to wielomiany nierozktadalne, to z Lematu [20.16] f jest tez
podzielny przez [1%_,(x — p;). Stopiefi tego wielomianu jest wickszy niz stopien f, sprzecznoéé. [

Whiosek 20.21. Jesli waluacje dwoch wielomianéw stopnia co najwyzej n majg te same wartosci w
n + 1 punktach, to sa rowne.
W ciele nieskonczonym dwa wielomiany maja skonczong liczbe wartosci wspélnych.

Przyktad/Zastosowanie 20.22 (Interpolacja wielomianu). Jesli dla danego wielomianu f € F[z] stopnia
n mamy podane jego wartosci f(p;) dla réznych py, ..., p, € F, to jest on jednoznacznie wyznaczony.
Obliczenia wielomianu mozna dokonaé¢ przy uzyciu macierzy Vandermonde’a: niech wspotczynniki

wielomiany f to fo,..., fn. Wtedy

po vy - po) [fo f(po)
P1 p% Py fi B f(p1)
A TR TS

Macierz Vandermonde’a jest odwracalna, czyli uktad ten mozna rozwigzac. Dla niektorych wyborow
punktéw mozna to zrobi¢ szybko (tzw. szybka transformata Fouriera).

Wielomian ten mozna tez podaé bardziej ,,wprost”: powiedzmy, ze podamy wielomiany wy, . . ., wy,,
takie ze w;(p;) = 1 oraz w;(p;) = 0 dla j # i oraz deg(w;) < n. Wtedy f = 3, f(p;)w;: zauwazmy,
ze waluacja sumy po prawej stronie w kazdym z punktéw p; to f(p;) (bo w;(p;) =1 dla i = j oraz 0
dla i # j). Zdefiniujmy dodatkowo wielomian

w:f[()(x—pj) )

Latwo wtedy wyrazi¢ w;: niech v; = zf;. Wtedy

(%

Wielomian ten zany jest jako wielomian interpolacyjny Legrange’a.

w;(x) =

Przyktad/Zastosowanie 20.23 (Dzielenie sekretu). Dla grupy n os6b chcemy stworzyé¢ protokdt, ktory
pozwala dowolnym m + 1 z nich pozna¢ wiadomos¢, ale kazdym m juz nie.

Niech nasza wiadomosé to cg. Losujemy liczby c1, ..., ¢, 1 tworzymy wielomian ¢ = 317 ¢;a'.
Wyznaczamy teraz n réznych niezerowych punktéw py,...,p,, osoba ¢ otrzymuje jako wiadomosé
warto$¢ c(p;) oraz wartos¢ punktu p;.

Dzigki interpolacji m + 1 0s6b jest w stanie odtworzy¢ ten wielomian. Natomiast dla dowolnych
m os6b mozemy dorzuci¢ dowolna warto$¢ w punkcie 0 (czyli dokladnie nasze ¢g) i one wciaz sa
w stanie zinterpolowaé ten wielomian, do dowolnej wiadomosci. Innymi stowy: dowodliwie nic nie
wiedza (kazdy sekret jest mozliwy i réwnie prawdopodobny).
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Rozdziat 21

Ciafta, rozszerzenia ciaft

Definicja 21.1 (Charakterystyka ciata; ciato proste). Dla ciata F jego charakterystyka to rzad 1 w
grupie addytywnej.
Cialo generowane przez 1 w ciele F to ciafo proste.

Lemat 21.2. Rzqd ciala to albo +o0o albo liczba pierwsza p. W pierwszym przypadku cialo proste to
Q, w drugim: Z,.

Dowdd. Dodajemy do siebie 1. Jesli nigdy nie uzyskamy 0, to dostajemy kopi¢ liczb naturalnych.
W ciele istnieja elementy przeciwne, czyli mamy kopie¢ liczb catkowitych. W ciele istnieja elementy
odwrotne, czyli mamy liczby postaci {+ : n € Z\ {0}}. Cialo jest zamknigte na mnozenie, czyli
mamy wszystkie liczby postaci {% : p,q € Z,q # 0} = Q. (Formalnie trzeba jeszcze pokazaé, ze
operacje tam dzialaja tak jak dla Q, ale tak jest, bo one sa wszystkie generowane przez 1.)

Jesli po m dodaniach dostalismy 0, to m musi by¢ pierwsze: dowod pozostawiamy jako ¢wiczenie.

Skoro dodane do siebie p razy 1 daje 0, to mamy Z, (ponownie, powinnidmy pokazacé, ze operacje
dzialaja tak samo). O

Lemat 21.3. Clialo jest przestrzeniq liniowq nad swoim ciatem prostym.

Whiosek 21.4. Kazde ciato skoticzone ma p* elementéw dla pewnych p—pierwsze i k € N\ {0}.

21.1 Konstrukcja ciat (skonczonych)

Naszym celem obecnie jest konstrukcja ciata skonczonego. Takie ciato uzyskamy przez wydzielenie
pier§cienia F[x] przez odpowiednig kongruencje. Jest to analogiczna konstrukcja do konstrukeji Z,
jako wydzielenia Z przez kongruencje podzielnosci przez liczbe pierwsza. Naszym ciatem zwykle jest
ciato skonczone (np. Z,), ale wszystko dziala tez dla cial o charakterystyce +oc.

Definicja 21.5 (Kongruencja modulo wielomian). Dla ciala F oraz pierscienia wielomianéw F[x] o
wspélezynnikach z tego ciala oraz wielomianu h € F[z] definiujemy kongruencje =5, na F[z]:

f=hg = h(f-9)

Lemat 21.6. Dia ciala F oraz pierscienia wielomianow Flz] o wspélczynnikach z tego ciala oraz
wielomianu h € Flz| relacja =y, jest kongruencjg na pierscieniu.

Latwo sprawdzi¢, ze jest to relacja réwnowaznosci oraz ze operacje dodawania oraz mnozenia
sa dobrze zdefiniowane (tj. nie zaleza od wyboru reprezentanta). Ponadto uzyskany pierécien jest
pierscieniem przemiennym z jednoscia.

Fakt 21.7. Operacje +,- sq dobrze zdefiniowane w Flz|/ =y,.
Flz| /=y, jest pierscieniem przemiennym z jednoscig.

Lemat 21.8. Jesli wielomian h € F[z] jest nierozkladalny, to w Flz|/ =, istnieje element odwrotny

dla f #p 0.
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Dowdd. Wezmy nwd(f, h). Wtedy af + bh = 1. Wielomian a jest odwrotny do f w Flz]/ =p,. O

Twierdzenie 21.9. Jesli wielomian h jest nierozkladalny, to ciato F|x]/ =, (jako przestrzen liniowa
nad F) ma wymiar deg(h). Jesli F jest skoriczone, to takie rozszerzenie ma |F|*®" elementéw.

Dowdd. Wielomiany 1,z, 22, ..., z%8)=1 g5 liniowo niezalezne i sa baza tej przestrzeni. O]
Twierdzenie 21.10 (bez dowodu). Dwa ciata skoriczone o p* elementach sq izomorficzne.

Przyktad 21.11. Wielomian nierozktadalny z* + 1 € R[xz]; wychodzi izomorficzne z C.

Przyktad 21.12. Zbudujmy cialo 4-elementowe. 4 = 22, wiec bierzemy F = Z, i potrzebujemy wielo-
mianu nierozkladalnego stopnia 2. Jedynym takim wielomianem (w tym wypadku) jest z? + = + 1.
Elementami ciala beda 0,1, 2,z + 1 (albo ich klasy abstrakcji ze wzgledu na =,2,,,1). Dziatania sa
naturalne. Jedyne nietrywialne: mnozenie x - z. Ale w tym wypadku mamy z? = z + 1 (doktadniej,
toz?=—(z+1),ale —(z+1) =2+ 1w Zy[z]).

Lemat 21.13. W Z,[z] jest wielomian nierozkladalny dowolnego stopnia wigkszego niz 0.

Dowod polega na podaniu konkretnego wielomianu lub na zliczaniu wielomianéw rozktadalnych
i nierozktadalnych. Szczegdétéw nie podamy.

Przyktad/Zastosowanie 21.14 (Kody Reeda-Solomona). Ustalamy ciato F, zwykle jest to cialo F = Fom.
Kodujemy wiadomosé (ag, ay, .. .,ax_1), gdzie a; € F jako wielomian

k1
> ax; € Fla]
i=0

Przekazujemy te wiadomosé jako wartosci f w n réznych niezerowych punktach pg, i, ..., pn_1 € F,
gdzie n > k. Punkty moga by¢ wybrane dowolnie, ale zwykle ten wybor jest ustalony, bo dla pewnych
wartodci (pierwiastki z 1) tatwiej sie liczy.

Kody liniowe

Kody Reeda Salomona sa kodem liniowym wymiaru k. Jest kilka kodowan, naturalne mnozy wiado-
mos¢ przez macierz a’la Vandermonde.

Odlegtosc

Odlegtoscia (Hamminga) jest dla nas ilos¢ pozycji, na ktérych réznia sie dwa komunikaty. Oznaczenie:
d(c, ). To jest odleglosé.
Odlegtosé¢ kodu C' to
d(C)= min d(u,v) .
u,veC u#v

Lemat 21.15. Odlegtos¢ kodu Reeda-Solomona do n —k + 1.

Dowéd. Dwa rézne wielomiany stopnia < k£ maja najwyzej k — 1 wartosci wspolnych. Czyli dwa rézne
stowa kodowe majg nie wiecej niz k — 1 wartosci wspolnych, czyli przynajmniej n — k41 réznych. [

Optymalnos¢ odlegtosci (ograniczenie Singletona)

Pokazemy teraz, ze kody Reeda-Salomona sg optymalne, tzn. jesli kod ma wymiar k& oraz dtugosé n,
to ktéres dwa stowa kodowe majag odlegtos¢ <n — k + 1.

Twierdzenie 21.16 (Ograniczenie Singletona). Jesli w zbiorze |F|" wybierzemy |F|* wektoréw, to ktéres
dwa majg odleglos$é najwyzej n — k + 1.

Dowdd. Podzielmy cale F™ na |F|* | stozkéw”: jeden stozek to zbiér elementéw o ustalonych k pierw-
szych wspotrzednych. Jesli ktorys stozek zawiera dwa stowa kodowe, to réznig si¢ one na najwyzej
n — k pozycjach (bo tyle ich w sumie jest). Czyli rozpatrujemy przypadek, ze w kazdym stozku jest
doktadnie jedno stowo kodowe. Rozpatrzmy dwa stozki rézniace sie w k pierwszych pozycjach na
jednym miejscu, maja one k — 1 pozycji wspolnych, czyli najwyzej n — k + 1 réznych. O]
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Poprawianie btedéw
Naturalne poprawianie: poprawiamy otrzymane stowo do najblizszego stowa kodowego.

Twierdzenie 21.17. Naturalne poprawianie poprawnie dekoduje stowo, jesli ma ono mniej niz

bledow, czyli najwyzej

bledow.

Dowdéd. Poniewaz stowa kodowe sa odlegle o przynajmniej d(C'), to umiemy poprawié¢ Ld(c)flj ble-
dow. n

Algorytm Berlekamp—Welch poprawiania btedéw
Cel: dane @ = [wy, ..., w, 1] € F".
Zaktadamy, ze jest najwyzej e < VT_kJ bledéw.
szukane: wielomian f € F[x], t. ze deg(f) < k, f(a;) # w; dla najwyzej e pozycji albo 77, jesli nie
ma takiego wielomianu.
Oznaczenie: I = {i : f(a;) # w;}. Dobrze zdefiniowane, bo takie f jest jedyne. Niech e = |I|.
Moglibysmy po prostu wybrac te btedy, zinterpolowaé i rozwigzac. . .
Popatrzmy na wielomian

Definicja 21.18 (Error locator polynomial). Dla zbioru pozycji btedéw I zdefiniujmy error locator po-
lynomial:
E(z)=][(z — o) .
iel
Dlaczego taki: gtéwnie to wiedziano, ze go nalezy uzy¢. ..
Idea chcemy:
Q=[E

Ten wielomian zeruje sie tam, gdzie sg btedy, i mowi co$ o f tam, gdzie nie ma btedow.

A §cisle:

BW1 wielomian E, o wiodacym wspotczynniku 1, stopnia e < {%"“J
BW2 wielomian () stopnia <e+k —1

BW3 dla kazdego i zachodzi w; E(c;) = Q(ay)

Stowem kodowym ma by¢ Q/E (jako wielomian).

Uwaga. Jesli Q/F nie jest zdefiniowane, bo sie dzieli z reszta, albo ma za duzy stopien, to zwracamy
btad.

Lemat 21.19. Jesli dla danego & istnieje w' € RS takie Ze dlw,w') <e < {"7_% to istniejg Q, E
spetniajgce | BW.

Dowdd. Niech fF[z] bedzie wielomianem odpowiadajacym slowu kodowemu w'.

E(X) = H(X — ;)

QX) = E(X)f(X) O

Lemat 21.20. Jesli Qq, Ey oraz Qo, B spetniajg BW, to Q1/Ey = Q2/ Es.


eq:BW
eq:BW
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Uwaga. Zauwazmy, ze jest to réwnos¢ ilorazoéw i reszt, tzn. moze by¢, ze oba dzielenia dajag reszte.
Ale jesli jeden sie dzieli bez reszty, to drugi tez, tj. jesli jest poprawny wynik algorytmu, to wszystkie
zwracane daja to samo.

Dowdéd. Rozpatrzmy wielomian

Q1E2 - Q2E1

To jest wielomian stopnia < 2e + k — 1 < n. Rozpatrzmy jego wartos¢ w ay:
wiQ1 () By (i) — wiQa(ay) Er (i) = 0
Czyli wielomian Q1 Ey — Qo F; jest zerem. W takim razie

@ _ G

= [
By By

O Ey = QB =

To jak to odtworzy¢? Rozwiazemy odpowiedni uktad réwnan liniowych. Zauwazmy, ze nie intere-
suje nas, czy ten uktad jest jednoznacznie okreslony, moze by¢ nadokreslony lub niedookreslony —
dowolne rozwiazanie jest OK i wiemy, ze jakie$ jest.

Czas dzialania: Trzeba rozwigza¢ uktad réwnan: O(n?) (da sie moze ciut szybciej w zalezno$é od
danych) oraz podzieli¢ dwa wielomiany — O(n?). Ponownie dla specyficznych wartogci moze by¢ ciut
lepiej.

21.2 Ciata algebraicznie domkniete

Definicja 21.21 (Ciato algebraicznie domkniete). Ciato F jest algebraicznie domkniete, jesli kazdy
wielomian nierozktadalny jest stopnia 1.

Fakt 21.22. Cialo F jest algebraicznie domknicte wtedy @ tylko wtedy gdy kazdy wielomian ma pier-
wiastek.

Fakt 21.23. Cialo algebraicznie domkniete jest nieskonczone.
Przyktad 21.24. C jest cialem algebraicznie domkni¢tym. Nie jest nim R ani Zadne Z,,.

Twierdzenie 21.25. Dla ciala F istnieje F' D, ktdre jest algebraicznie domkniete oraz dzialania F
obciete do F to dziatania F.

21.3 Rozszerzenia ciat

Alternatywne podejscie konstrukeji ciata skonczonego (w pewnym sensie bardziej naturalne): do-
dawanie elementu do ciata. Najmniejsze ciato zawierajgce dany element: tak myslimy o C: to jest
najmniejsze ciato zawierajace R oraz i.

Przyktad 21.26. Liczby postaci {a + bv/3 : a,b € R} sa cialem. Jedyna nietrywialna operacja to
odwrotno$é, ale tatwo sprawdzié, ze (a + bv/3)(a — bv/3) = a® — 3b%> # 0 i tym samym tatwo podaé
element odwrotny do a + bv/3.

Definicja 21.27 (Rozszerzenie ciata). Dla ciata F przez F(S) oznaczamy najmniejsze ciato zawierajace
F,S.

Rozszerzenie F(a) jest przestepne, jesli a nie jest pierwiastkiem zadnego wielomianu z F[z| takie
a roOwniez nazywamy przestepnym. Jest algebraiczne, jesli a jest pierwiastkiem jakiego$ wielomianu

z Flz].

Zeby ta definicja miata sens, to elementy S powinny byé albo zupeknie ,spoza” albo z jakiego$
cialta F' D F.
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21.3.1 Rozszerzenie przestepne

Jak wyglada rozszerzenie przestepne? Mozemy sobie wyobrazi¢, ze dodajemy do F jaki$ ,$wiezy”
element a. W nowym ciele musza by¢ tez wszystkie wielomiany z F|a] oraz ich odwrotnosci. Sa wiec
tez wszystkie ilorazy wielomian przez wielomian.

Definicja 21.28 (Ciato utamkéw prostych). Rozwazmy cialo F oraz wielomiany nad nim F[z]. Na

zbiorze {5 . f,g € Flx], g # 0} wprowadzamy relacje réwnowaznosci 5 ~ ch—,/ <~ fg = f'g. Tak

okreslony zbiér jest cialem z naturalnie zadanym dodawaniem oraz mnozeniem:

fLoF_ddt e foF_IF
g ¢ 99’ g 9 g9

Twierdzenie 21.29. Cialo ulamkéw prostych dla F jest izomorficzne z F{a) dla przestepnego .

21.3.2 Rozszerzenia algebraiczne

Rozwazamy teraz przypadek F(a) gdy a jest pierwiastkiem jakiegos wielomianu w F[z|. Chcieliby$my

powiedzie¢, ze w takim razie to rozszerzenie zawiera a,a?,...,a*"!, gdzie wiclomian nierozktadalny,

ktérego a jest pierwiastkiem, ma stopien k. (Tak jak w konstrukeji cial skoriczonych). Ale czy tak
jest, w szczegdlnosci, czy takie wielomian istnieje?

Definicja 21.30. Dla ciata F oraz elementu a z jego rozszerzenia przez I(a) (ideal a) oznaczamy
{f €Flz] : f(a) =0}

Lemat 21.31. Dla ciala F oraz elementu a z jego rozszerzenia I(a) jest zamkniety na dodawanie i
mnozenie przez wielomiany z F|x].

Lemat 21.32. Dia ciala F oraz elementu a z jego rozszerzenia I(a) jest postaci
{fg : g € Flal]}
dla pewnego wielomianu nierozkladalnego f € Flx]. W szczegdlnosci f(a) = 0.
Dowdd. Skoro I(a) jest zamkniety na dodawanie i mnozenie przez wielomiany z Fx], to jesli f,g €
I(a) to réwniez nwd(f, g) € I(a). ChcielibysSmy mieé¢ ,nwd(/(a))”, ale czy to ma sens? Ma: mozemy

dodawac kolejne elementy i patrzec¢, czy spada stopien. Moze spas¢ skonczong ilosé¢ razy, czyli od
pewnego momentu uzyskane nwd skonczonego zbioru dzieli kazdy wielomian w I(a). O

Stopien rozszerzenia to stopien tego wielomianu.

Whiosek 21.33. Rozszerzenie algebraiczne F(a) jest izomorficzne z F[z]/.,, gdzie h generuje I(a).

Dowdd. W obu rozszerzeniach zachodzi h(a) = 0; formalnie tatwo pokaza¢ izomorfizm a — . [

21.4 Minimalne wielomiany w ciatach skonczonych
Twierdzenie 21.34 (lzomorfizm Frobeniusa). Niech F < F’ bedq ciatami skoriczonymi o n = |F| i

n’ = |F'| elementach.
Wtedy przeksztatcenie ¢ : B — F' dane jako

plr) ==

jest automorfizmem ciata F', co wiecej, jest ono identycznosciq dokladnie na elementach ciata F.
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Dowdéd. Skoro F jest skoniczone, to jego (oraz F’) charakterystyka tez jest skonczona, niech wynosi
ona p, wtedy n = p¥ dla pewnego k.
Sprawdzmy, ze przeksztatcenie to jest homomorfizmem:

p—1
(a+bP =a’+b"+ > (p) a't’™
i=1 \!
Latwo sprawdzi¢ wprost z definicji, ze p| (f) dla 1 <i < niwtedy
(a+b)P =a’+b°
Nastepnie przez indukcje po k mozna pokazaé analogiczny wzér dla p*

(a+ )" = ((a+ by
= (a” + )"
= (@) + @)

k—1

k

+ bF

Pozostaje zauwazy¢, ze n = p* dla pewnego k.
Oczywiscie

(a-b)" =a™b"

Latwo podaé¢ przeksztalcenie odwrotne: jako ze a® = a w F', to a™/" jest przeksztatceniem
odwrotnym, jak powyzej pokazujemy, ze jest tez homomorfizmem.

Co do identycznosci: oczywiscie dla kazdego elementu a z F zachodzi a" = a. Jednoczesnie
wielomian " — x ma najwyzej n pierwiastkow i sg to doktadnie elementy ciata . O]

Twierdzenie 21.35. Niech F < F' bedg dwoma ciatami skoniczonymi o q,q elementach i niech o €
F'\F.
Wtedy minimalny wielomian dla o jest postaci

r—1
foulX) = TI(X —a?)
j=0
gdzie v > 0 jest minimalne takie, ze o = a w ciele F.
Dowaod. Nalezy najpierw sprawdzié, ze:
1. «a jest pierwiastkiem jednokrotnym f,.
2. jest to wielomian o wspoétczynnikach z [F;

3. jest nierozktadalny nad F;

ngéé oczywiscie « jest pierwiastkiem (dla j = 0). Sprawdzmy, ze jest pierwiastkiem jednokrotnym:
zbiorem pierwiastkow (nad ciatem F') uwzgledniajac krotnosci jest

{a? 1 0<j<r} .

Przypuéémy, ze of = a?" dla réznych j # j’, niech j bedzie minimalne mozliwe, w szczegdlnosci
j' > 7 > 0. Nie moze by¢ j = 0, bo wtedy j' < r przeczy wyborowi r. Czyli j' > j > 0, rozpatrzmy
a®iad Sa one rézne ze sposobu wyboru j. Twierdzenia mowi, ze przeksztatcenie g — (¢
jest automorfizmem F', czyli a? ' # a?’ ™! implikuje, ze réwniez

(@) £ (@),

co daje teze.
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Czes¢ [2} wystarczy pokazaé, ze jeSli podniesiemy wspdlezynniki f, do potegi ¢, to dostaniemy
ten sam wielomian (co oznacza, ze te wspotczynniki sg z F). Niech

r—1
fo(X) =D X",
=0

gdzie a, € F. Wtedy

r—1 r—1
Zani = H(X — a4
i=0 j=0
=J[(X —a?)
j=1
r—1
=J[(X —a?)
j=0
- fa(X)

Przy czym pierwsza réwno$¢ wynika z tego, ze a; jest (z wzoréw Vietta) wyraza sie jako pewien wie-
lomian od pierwiastkow. Jesli podniesiemy te réwnos¢ do g-tej potegi, to otrzymamy analogicznag za-
leznos$¢ na g-te potegi tych pierwiastkéw (bo podnoszenie do g-tej potegi jest automorfizmem). Np.
a ' =3« z czego wynika, ze af = (3; a;)? = 3, . Przedostatnia nieréwno$é¢ wynika z tego, ze
a? = a, z definicji 7.

Czesé |3 Niech f(X) € F[X] taki ze f(«) = 0. Niech

p
f(X)=>" fuX*
k—0
dla pewnych fo, ..., f, € F. Wystarczy pokaza¢, ze jesli f(oﬂj) =0 to f(oijﬂ) =0.

p
j G+1)
fa®) =3 fra®

k=0

Przy czym druga i trzecia réwnosé¢ zachodza z Twierdzenia 21.34] Skoro f dzieli sie przez « to dzieli
sie przez wszystkie czynniki liniowe f,, (przypomnijmy, ze f, nie ma pierwiastkéw wielokrotnych) i
tym samym przez samo f,.

Czyli f, jest wielomianem minimalnym dla o. O]

Uwaga. To wtlasnie badanie automorfizméw cial (rozszerzen ciat) dato poczatek teorii grup. Takie
badania pozwolilty pokazaé, ze niektore rownania nie wyrazaja sie przez ,wzory”, ze niemozliwe jest
podwojenie szesScianu przy uzyciu cyrkla i linijki, itp.
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Rozdziat 22

Skonczone F* jest cykliczne

Chcemy pokazaé, ze jesli F jest skonczone, to F* jest cykliczna. Dowdd opiera sie¢ na wykazaniu, ze
istnieje w niej element rzedu n = |F| — 1, co daje, ze jest on generatorem. Aby to pokazaé, bedziemy
dla kazdego k < n zlicza¢ w grupie cyklicznej n elementowej oraz w grupie F* elementy, ktore sa
rzedu k. Zauwazmy, ze wystarczy pokazac, ze w grupie F* jest nie wiecej, niz w C,, (grupa cykliczna
o n elementach).

Lemat 22.1. Niech R(G,k) oznacza liczbe elementow rzedu k w grupie abelowej G. Jesli dla grupy
skonczonej G o n elementach zachodzi dla kazdego k

R(G, k) < R(Cp, k)
to G jest izomorficzne z C,,.

Dowdd. Zauwazmy, ze grupy te maja taka samag ilos¢ elementéw i kazdy element ma doktadnie
okreslony rzad. Czyli

ZR(G, k) = Z R(C,, k)

k &

W zwiazku z tym wszystkie nieréwnosci
R(G, k) < R(Cy, k)
sa w istocie rownosciami, w szczegolnosci G ma element rzedu n, czyli jest cykliczna. m

Niestety, zliczanie elementéw rzedu k jest do$é¢ klopotliwe. Latwiej jest zliczy¢ elementy, ktérych
rzad dzieli k.

22.1 Rzedy elementéw w grupie cyklicznej

Lemat 22.2. Niech g bedzie generatorem grupy cyklicznej G o n elementach. Wtedy g™ jest jej
generatorem <= nwd(m,n) = 1. W szczegolnosci G ma p(n) generatoréw.

Dowdd. 7 algorytmu Euklidesa nwd(m,n) = 1 = an + bm, bez zmniejszania ogdlnosci b > 0. Czyli

gbm — glfcm — ggfan — g<gn)fa — gefa =g
Czyli podgrupa generowana przez g™ zawiera g, czyli zawiera tez podgrupe generowang przez g, czyli
cata grupe.
Jesli g™ jest generatorem, to w szczegdlnosci generuje g. Czyli g% = ¢!, co implikuje g?" 1 = e.

Ale wiemy, ze z tego wynioka, ze am — 1 dzieli sie przez n. Czyli dla pewnego b
am =1+bn

Ale to daje, ze nwd(n,m) = 1.
Z definicji, iloé¢ liczb wzglednie pierwszych z n mniejszych niz n to ¢(n). O]
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Na ¢wiczeniach pokazaliSmy lemat:
Lemat 22.3. Jesli G jest cykliczna, to kazda jej podgrupa jest cykliczna.
Lemat 22.4. Niech G bedzie grupg cykliczng rzedu n.

1. W G istnieje element rzedu d wtedy i tylko wtedy, gdy d|n.

2. Niech d'|d, din. Wtedy podgrupa G4 < G generowana przez element rzedu d zawiera dokladnie
o(d') elementow rzedu d', sq to wszystkie elementy rzedu d' z grupy G.

d

3. Grupa G zawiera dokladnie d elementow spelniajgcych réownanie ¢ = e, so to dokladnie ele-

menty podgrupy Gg.

Dowadd. 1. & Popatrzmy na podgrupe generowang przez ten element. Rzad tej podgrupy to rzad
tego elementu. Jednoczesnie rzad podgrupy dzieli rzad grupy, czyli d|n.

@ Niech g bedzie generatorem. Rozpatrzmy ¢4 (poniewaz d|n, to 4 jest liczba naturalng).
Wtedy (g7)% = g" = e i 1zad nie moze by¢ mniejszy, bo wtedy rzad g tez bytby mniejszy.

2. Rozpatrzmy podgrupe generowana przez wszystkie elementy rzedu d. Z Lematu jest ona
generowana przez jeden element: ¢. Wtedy ¢? = e, bo grupa jest przemienna i rzad kazdego
z generatorow to d. Jednocze$nie rzad nie moze by¢ mniejszy niz d, bo wtedy rzad kazdego
elementu w generowanej grupie tez jest mniejszy niz d. Czyli jest to doktadnie grupa Gy4. Z
Lematu grupa ta ma ¢(d) generatoréw i w takim razie G ma ¢(d) elementoce rzedu d.

Stosujac to rozumowanie dla elementu rzedu d' z grupy G4. Wtedy G4 ma ¢(Gy) elementéw
rzedu d', tyle samo, co G

3. Jesli 27 = e to rzad d’ elementu x jest dzielnikiem d. Czyli x nalezy do podgrupy Gy; tatwo
sprawdzi¢, ze wszystkie jej elementy speliaja to rownanie.
O

22.2 Rzedy elementéw w F*

Pokazalismy wcze$niej, ze:
Lemat 22.5 (Przypomnienie). Réwnanie ¥ = 1 ma w ciele skoriczonym F najwyzej k réinych pier-
wiastkow.
Lemat 22.6. Niech G bedzie grupg skoriczong rzedu n. Jesli dla dowolnego k € N zbior {g € G :
g* = e} ma najwyiej k elementéw, to G jest cykliczna.
Dowdd. Cheemy uzy¢ Lematu 22.1] Ustalmy rzad k. Rzad elementu dzieli rzad grupy, czyli k|n. Ile
elementéw rzedu k jest w G7 Jedli nie ma takiego elementu, to zalozenie Lematu dla k zachodzi.
Zatézmy wiec, ze jest taki element.

Rozpatrzmy grupe generowana przez ten element, jest ona cykliczna i ma k elementéw. Wszystkie
elementy w tej podgrupie spetiaja réwnanie

i =e .

Z Lematu [22.4) w grupie cyklicznej C), jest k elementéw spetniajacych to réwnanie, ale w ciele jest
najwyzej k rozwigzan réwnania z* = 1, czyli w G nie ma innych elementéw spetniajacych to réwnanie
poza generowanymi przez ustalony element.

7 Lematu wiemy, ze grupa cykliczna ma (k) elementéow rzedu k,

R(C, k) = (k)

To jest tez prawda w podgrupie G generowanej przez ten ustalony element. Czyli w GG jest tez najwyzej
¢(k) elementéw rzedu k w G. Czyli jest ich dokladnie ¢(k):

R(G,k) = p(k) = R(Cy, k)

Czyli liczba elementéw rzedu k w grupie cyklicznej oraz w G jest taka sama. Czyli zalozenie Le-
matu jest tez spetione dla tego k. O]
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Twierdzenie 22.7. Grupa F* jest cykliczna.

Dowéd. Wiemy, ze w F réwnanie 2% = 1 ma najwyzej k pierwiastkéw. Potraktujmy je jako réwnanie
w F*. Z Lematu otrzymujemy, ze F* jest cykliczna. O
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