1.5. LINIOWA NIEZALEZNOSC WEKTOROW. 19
1.5 Liniowa niezaleznos$¢ wektorow.

Definicja 1.19. Uklad wektorow U jest liniowo niczalezny gdy dla dowolnego k > 0,
dowolnych réznych v1, ..., v, € U oraz ciagu wspotezynnikéw aq, ..., ap € F

k
> iU =0
i=1

implikuje

(1311042:"':Oék:0 .
Uwaga. U traktujemy jako multizbior: jesli zawiera jakis element m razy, to mozna
go m razy uzy¢. W takim przypadku U jest liniowo zalezny, bo v+ (—1) - v = 0.

Fakt 1.20. Niech V bedzie przestrzeniq liniowq. Uktad wektorow U C'V jest liniowo
zalezny wtedy 1 tylko wtedy jeden z nich mozna przedstawic jako lintowg kombinacje
pozostatych.

Rownowazne sformutowanie: Uklad wektorow U C'V jest lintowo zalezny wtedy @
tylko wtedy, gdy istnieje ¥ € U taki se @(U \ 7).

Fakt 1.21. Niech V bedzie przestrzeniq liniowq. Uktad wektorow U C'V jest liniowo

zalezny wtedy 1 tylko wtedy, gdy istnieje u € U taki Ze . |
16, 20 Ao (ool

LIN(U) = LIN(U\ {f}). b e
Jesli U nie zawiera 0, to sq przynajmniej dwa takie wektory.

(Uwaga: traktujemy U jako multizbior, tzn. jesli zawiera dwa razy ten sam wektor,
to wyborem u mogg byé dwie rézne ,kopie” tego samego wektora.)

Prosty dowod pozostawiamy jako ¢wiczenie.
Uogolnijmy Lemat 1.18.
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Lemat 1.22 (Poréwnaj Lemat 1.18). Niech U = (04, ..., ¥}) bedzie uktadem wektorow,
rozpatrzmy uktady

! — — — — — .

U' = (Vy,..., 01,00, Uig1, -+, Ug) dla o #£0,1 <i <k
/! — — — — — — . .

U" = (01,...,0i_1, U + o0, Uigq, - . ., Ug) dla i # j.

Wtedy U jest liniowo zalezny wtedy i tylko wtedy gdy U’ jest liniowo zaleiny, wtedy
i tylko wtedy gdy U" jest liniowo zalezny.
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1.6 Metoda eliminacja GauBa.

Chcemy mie¢ usystematyzowany sposéb znajdowania dla (skoficzonego) zbioru wek-
toréw U C R™ jego maksymalnego (wzgledem zawierania) podzbioru niezaleznego.
Chcemy uogdélni¢ nastepujace obserwacje:

 jesli kazdy wektor ma wspotrzedna, na ktorej tylko on jest niezerowy, to zbiér

jest liniowo niezalezny; (744' 210/ 0 o0 O >
/ 1 o+, O 2 O ©
o uktad wektorow zawierajacy O nie jest niezalezny; Ls (ToOlS O O
. | . ) 2, o0 © -{ ©O
o uzywajac Lematu 1.22 mozemy ,upraszczaé¢ wektory”. L OO o 2
Przyktad 1.23. %Oo&j_o cé,p,zo <
L
] A
1655312 JTou 231 ©ou 231 ooﬁco
11 2 9 9|%-tk 201 -2
1232207004 2 %22 Wil 5 = T3, 5 5,
345 3 3k o 1 -Lto-1L o 1 -LtoT o 1 -1o
21312 2 4 5 12 O > 3 232 o » 33

v;

Y ?

v %2@4 17 3 41

7 < | ° 002 31T

! @ % ©oc021
L O 4 0O0FS -
\/Ai ;é' oo 324. WIE

Sformalizujmy posta¢ wektoréw, do ktorej w ten sposdb dojdziemy.

Definicja 1.24 (Posta¢ schodkowa). Uklad wektoréw vy, ..., 4, € F" jest w postaci
schodkowej, jesli istnieje ciag pozycji 0 = 19 < 11 < 11 < --- < 1, takich ze dla
kazdego j =1,...,m:

« wektor ¥; ma na pozycji ¢; element niezerowy
« wektor ¥; ma na pozycjach < ¢; same 0.

Lemat 1.25. Jesli uktad wektorow w F" jest w postaci schodkowej, to jest niezalezny.
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W ogélnosci chcemy przeksztatci¢ dowolny uktad wektorow uzywajac operacji jak
w Lemacie 1.22 do zbioru wektoréw w postaci schodkowej i wektoréw 0. Jedli tych
drugich nie ma, to wejsciowy zbiér byt niezalezny, jesli sa, to byt zalezny.

Pokazemy teraz, ze uzywajac takich operacji zawsze mozna sprowadzi¢ uktad do
postaci schodkowe;j.

W kazdym kroku metody utrzymujemy dwa zbiory wektoréw: U oraz U’ oraz
pozycje j. Poczatkowo U jest calym zbiorem wektoréw, U’ jest pusty, zas j = 0.
Jako niezmiennik utrzymujemy nastepujace wiasnosci:

o U’ jest w postaci schodkowej oraz indeksy odpowiednich niezerowych pozycji
sg nie wieksze niz j

« wektory w U maja na pozycjach nie wigkszych n}z j same 0.

fomz —
L N (

4@\/%— !&‘I (L —MPO’V&% g he,

\é_l ‘U,Lﬁxwak@q
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<
(VX

W kazdym kroku wybieramy pozycje j' oraz wektor v € U takie ze:

e j/ > j i j jest najmniejsze, takie ze ktéry$ z wektorow z U ma niezerowg
wspotrzedng j’

o v € U oraz ma niezerowg wspOirzedng j’

Dodajemy v do U’, wybieramy j’ jako nowe j.
Niech (v);s = a. Dla kazdego v' € U\ {v}: Niech (v'); = o/. Zastepujemy ¢ przez
— o =

v — —0.
o

Latwo pokazac, ze po tym wyborze niezmienniki sg zachowane.

Lemat 1.26. Po zakonczeniu otrzymujemy uktad ztoZony z wektorow liniowo nieza-
leznych oraz samych wektorow zerowych.
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Fakt 1.27. Oryginalny zbior byt niezaleiny wtedy i tylko wtedy gdy nie otrzymalismy
zadnego wektora 0.

Jesli w czasie eliminacji Gaufla uzywaliSmy do eliminowania jedynie wektorow
U1y ...,Un, ktore na koricu sqg nmiezerowe, to odpowiadajgce im wektory poczgtkowe
tworzq baze przestrzeni rozpietej przez wszystkie wektory.
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Rozdziat 2

Baza przestrzeni liniowej, wymiar

M/%w(/ ° g — Q/MAW/D AM‘UZ,

2.1 Baza przestrzeni liniowej L//\/(@%
bty
Chcemy minimalny zbiér niezalezny: bo po co wiecej (i malwiele innych, dobryc

wlasnosci).

Definicja 2.1 (Baza). B jest bazg przestrzeni liniowej V gdy LIN(B) = V oraz B
jest liniowo niezalezny.

Alternatywnie, méwimy, ze B jest minimalnym zbiorem rozpinajgcym V.

Przykfad 2.2. « W przestrzeni F" wektory (tzw. baza standardowa): E, = (1,0,...,0),
> By =(0,1,0...,0), ..., B,y = (0,...,0,1,0) B, = (0,....0,1).

o W przestrzeni wielomianéw stopnia < n: wielomiany {z'}?_,

o W przestrzeni ciagéow o wyrazach w [, ktore majg skonczenie wiele niezerowych
wyrazow: {e;}, gdzie e; ma 1 na i-tej pozycji i 0 wszedzie indziej.

Ta baza jest nieskonczona.

Interesuja nas gtéwnie przestrzenie, ktére majg skonczong baze. Prawie wszystko,
co powiemy, jest tez prawda ogdlnie, ale dowody sg duzo bardziej techniczne.

Definicja 2.3 (Przestrzen skonczenie wymiarowa). Przestrzen jest skornczenie wymia-
rowa, jesli ma skonczony zbiér rozpinajacy.

2.2 Wpyrazanie wektora w bazie

Definicja 2.4 (Wyrazanie wektora w bazie). Jesli B = {v, 112 ..... 1),7} jest baza prze-

strzeni liniowej V oraz v € V jest wektorem, to wyrazeniem wektora \U/ w bazie B
nazywamy reprezentacje v jako

— 5 df
V

Przyktad 2.5. Rozwazmy baze B = {(1,1,1),(0,1,1),(0,0,1)} przestrzeni R3; niech

Fjl, Eg, E; beda wektorami bazy standardowej. Wtedy E, = (1,1,1)—(0,1,1), E, =

(0,1,1) — (0,0, 1)(BdZ7ky i Es = (0.0.1).

25
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Twierdzenie 2.6. Kaidy wektor ma jednoznaczne przedstawienie w bazie
L I /7)) = s v

g wme o,
S VT e VT L
Z (- f;) vr =3 s fu

Skoro kazdy wektor mozna naturalnie wyrazi¢ w bazie, to mozemy uogdlni¢ no-
tacje wektorowa dla " na dowolne przestrzenie i bazy

Definicja 2.7 (Notacja: Wyrazanie wektora w bazie). Jesli B = {9, 0y, .. Un} jest
baza przestrzeni liniowej/ V oraz v'e V jest wektorem, to (\7) o

(77)3:(0[1,0&27...,@n) o(,‘:

—

gdzie v = X! | o U;. Liczby «; to wspolrzedne wektora v w bazie B

Przyktad 2.8. Kontynuujgc poprzedni przyktad: dla bazy B = {(1,1, 1) (0,1,1),(0,0,1)}
przestrzeni R? mamy (Ey)p = (1.—1.0), (Ey)p = (0,1,—1) i (Eg)B = (0,0,1).

Uzywajac tej reprezentacji tatwo pokazaé, np. ze dla v = 7,4,2) mamy (7?)3 =
(7,—3,-2), bo

(-?733 T (7@ + 4Eé+ %@)B = 1(E\)p + 4(E)5 + 2(Es)p.

Zauwazmy, ze po wyrazeniu wektoréow vy, ..., v, w ustalonej bazie B mozemy
traktowaé¢ je podobnie jak wektory z F”. W pewnym sensie to jest ,dokladne” od-

wzorowanie. CT—’/ ~ ?) B - (\—/>)%_’_ (2)3

Definicja 2.9 (Izomorfizm przestrzeni liniowych). Méwimy, ze dwie przestrzenie V, W
nad ciatem F 59 zzomorﬁczne Jesh istnieja leekCJe w:V — W oraz 1 : W — V|

takie ze w(v@ = (1) @p ') oraz ¢ @;v = -w gp( ) i analogicznie dla ¢

Przyktad 2.10. e Przestrzen wielomianéw (o Wspoiczynmkach z F) stopnia nie
% Olg,yx °(LL- !_)g —_—-— oza-xo
Cod oo o]

: -z
wiekszego niz k ora L=
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o Przestrzen wielomianéw (o wspétczynnikach z F) oraz przestrzen {f € FN

{1 € N : f(i) #0}| jest skonczone} ciagow o wartosciach w I, takich ze je-
dynie skonczona liczba elementow ciggu jest niezerowa

Fakt 2.11. Niech ¢ : V — W bedzie izomorfizmem. Wtedy uktad {vy,...,0,} jest
liniowo mniezalezny wtedy 1 tylko wtedy, gdy uktad {p(V1),...,0(0,)} jest liniowo

‘ niezalezny. (f(c?) Y\LO"‘_Y_): f(V) S Zp( Ve & P2 FW°

Twierdzenie 2.12. Niech V nad IF ma baze n elementowg. Wtedy V jest zzomorﬁczm?
z F™.

Dowolne dyfe przestrzenie liniowe nad F majgce bazy n elementowe sq izomor-

ficzne. \\/ \W

Tak wiec majac dowolny uktad wektoréw mozemy wyrazi¢ je w dowolnej bazie i
zastosowac¢ na nich eliminacje Gaufa. s -

Naszym celem jest pokazanie, ze rozmiar bazy nie zalezy od wyboru bazy, lecz
jest wlasnoscia przestrzeni liniowe;. =" ol N m—ed o F

Twierdzenie 2.13. Kazda przestrzen (skoriczenie wymiarowa) V ma baze.
(@ Kazda baza przestrzeni (skoriczenie wymiarowej) V_ma takg samg moc. y

Dowod dla zainteresowanych, nie przedstawiany na wyktadzie, nie wymagany. W
skrécie polega on na rozwazeniu dwoéch baz réznej mocy i iteracyjnym przeksztat-

ceniu jednej w dru rzy uzyciu Lematu Steinitza. [ \
J ] g9 przy uzy SRS (9‘2{'0 Z"/@W

Lemat 2.14 (Lemat Steinitza o wymianie). Niech §V bedzie przestrzenig liniowg, A C
V liniowo mmaleznym zbzorem wektoréow, zas B zbiorem rozpinajgcym V. Wtedy

: AU {U} jest liniowo niezalezny.
° /
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Whnioski z Lematu Steinitza:

Lemat 2.15. KaZdy zbior niezaleiny skonczenie wymiarowej przestrzeni liniowej V
mozna rozszerzyé do bazy. A \\/

Lemat 2.16. Jesli V jest przestrzenia skohczenie wytarowa, to z kazdego ukladu
wektorow A CV mozna wybrac baze przestrzeni LIN(A).

. PR % 4
2.3 Wymiar przestrzeni liniowej Vs =

\

Definicja 2.17 (Wymiar przestrzeni liniowej). Dla przestrzeni skonczenie wymiarowe;
V jej wymiar to moc jej bazy. Oznaczamy go jako dim(V). / ( \V) (RJ‘&,.,-

Intuicja: to jest ,n” w R™ (lub ogdlnie n w F™).

Whiosek 2.18. Kazde dwie przestrzenie liniowe n-wymiarowe nad [ sg izomorficzne
i sg izomorficzne z F". (F A

Lemat 2.19. Jesli V1,Vy <V sq przestrzeniami skonczenie wymiarowyms, to

S

7/
B~ bva \ZR\Y/

753
/ B %4 6‘U"‘t?k\\/_"_
é) v B - bura V,
\L—(M/L
W, -\, .
/ l{ 7\( F r
zal ‘,(p zoq, =5 BubrLuB.

b 1EPy ‘6” -3, e (7m0
\———W/A L——*""Y'\) b,
Jrdmemarwie va \Vm \vml | §,>/L i \YL
— | | — P; JBy é’ﬂ%
mEEEREYAREREAE ] b b

Wzér ten stuzy gtéwnie do liczenia wymiaru Vi N Vo
Fakt 2.20. Jesli By, By sq bazami dla V1,Vy <V to
V14V, =LIN(By U Bs)

W takim razie znamy dim(V;), dim(V;) i umiemy policzy¢ moc bazy V; + V.
czyli znamy wymiar Vi 4+ V,. Czyli umiemy policzy¢ wymiar V; N'V,, (Przyktad w
kolejnym rozdziale.)
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2.4 Zastosowanie eliminacji Gaussa do liczenia wymiaru

Gdy mamy dany zbiér A (skoriczony), to aby policzy¢ dim(LIN(A)) mozemy zasto-
sowaé eliminacje Gaussa: wiemy, ze po zakonczeniu otrzymujemy zbior wektoréw
liniowo niezaleznych oraz wektory zerowe i generowana przestrzen jest taka sama.
Czyli otrzymany zbior wektorow liniowo niezaleznych to baza a jej licznosé to liczba

b mnnT
S _|

wymiarow przestrzeni.

)
oo L/NVH)

Twierdzenie 2.21. Eliminacja Gaussa zastosowana do uktadu wektorow U zwraca

baze LIN(U) (oraz wektory zerowe). L /N@>

Fakt 2.22. Jesli po zakonczeniu eliminacji Gaufa otrzymujemy zbior ztoZony z k
wektorow, to oryginalny zbior zawieratl dokladnie k wektorow niezaleinych.
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Przyktad 2.23. Rozwazmy przestrzenie liniowe S, T, zadane jako S = LIN({Q, 6,5,5,3),
(\1},2,3,2,2)}) oraz T = LIN({(5,4,9,3,3), (2.1.3.1.2)}). Obliczymy dim(S + T')
oraz dim(S'NT) i podamy baze S + T.

FLatwo zauwazy¢, ze podany zbior generator6w S ma dwa wektory niezalezne (sa
rézne, a maja taka sama pierwsza wspolrzedna), podobnie T' ma wymiar 2. Bedziemy
korzystac z zaleznosci:

o) 2 4
dim(S + 7T = dim(S) + dim(7T’) — dim(5 N T)

Czyli wystarczy, ze policzymy wymiar S + 7. Suma (mnogosciowa) generatoréw S
oraz T generuje S + T, zastosujemy metode eliminacji Gaussa w celu obliczenia
wymiaru; odpowiednie rachunki zostaty juz przeprowadzone w Przyktadzie 1.23.

b (S)= i (TY=

16555% @qzsi%w @q?%: oqgaif ;
%2 L 2L 11 2%28 o 12 %22 14

%LL/ 533"7%5 533 ~ 2 o A-fo 7 o (-1o0-1 ”%
21% 12 2 1% Lz 2 1312 o333 2

5 O oo 6 vV
T 12 %22 | -

aoi“io'iag (Ao AN, MLB

— 0 33 3 )

Wymiar LIN(S+7T') wynosi wiec 3. Tym samym wymiar LIN(S)NLIN(7T") wynosi
1.

Co do bazy S + T zauwazmy, ze wektory uzyskane przez kombinacje liniowe
generatoréw S+ 7T (czyli naszych wektoréw zapisanych w wierszach) dalej naleza do
S + T, tym samym trzy wektory

(1,2,3,2,2),(0,1,—-1,0,-1),(0,0, -6, —3, —5)
sg baza tej przestrzeni.
W eliminacji uzywalismy jedynie wektoréw 2, 3,4, tak wiec odpowiednie wektory
wejscia rowniez sa baza, tj.:
(1,2,3,2,2),(3,4,5,3,3),(2,1,3,1,2)
sg bazag S+ T.

Przyktad /Zastosowanie 2.24 (Rekurencje liniowe). Rekurencja na liczby Fibonacciego.

Ffo=fnet+ foeoy ofi=fa=1. 4(.1’2‘?5\/8’/
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Jak rozwigzaé takie réwnanie (poda¢ postaé zwarta). To moze za proste, bo wszyscy

zZnaja.
Alb s podobnego.
o na co$ podobnego (a:1bs Y= CM L.‘ G- ) + (OLM-Z‘(‘ (Dm.-Z)
(9« 7 é"“ 'L-t
ap = Qp—1 + 2an 2 (%) (21)

ay=a,a; =3

(9‘&) CCL,L%?A;)P. (‘)6) 20, WW% Q""M
COLQW) rp (%)

&'ﬁ(om)w/o P (%e)
* (4, 0, .. &
q,u O,i//,‘». iOL(G./”".
- a T (3"0/

/TN
-
)
\
!
!

comtd
Com v = e (mt)s A1) (c-(u-)+d )
C m 2-CM §
AX"
M Mm-— MZ
X = X L'\‘Q /
2L
K = x tZx




