Lista 1

Zadanie 1. Niech V — przestrzen liniowa nad F oraz W, W <V beda jej podprzestrzeniami.

Pokaz, ze WNW’ oraz W+ W’ sa odpowiednio: najwieksza przestrzenia liniowa zawarta w W i W’ oraz
najmniejsza zawierajaca W i W.

Pokaz tez, ze dla przestrzeni liniowych V,V’ nad tym samym cialem F, iloczyn kartezjanski V x V’
z dodawaniem i mnozeniem po wspdirzednych, jest przestrzenia liniowa nad F.

Zadanie 2. Sprawdz, czy nastepujace podzbiory R™ sg podprzestrzeniami liniowymi:
1. {(a,b,c) € R3:5a + 2b= 0}

2. {(a,b,c) €R3:2a —c= 0}

3. {(a,b,c) € R?:5a+2b=2a —c=0}
4. {(a,b) € R? : |2a| + |b] = 0}

5. {(a,b) € R? : |2a| + |b| = 1}

6. {(a,b) € R? :|2a| — |b] = 0}

7. {(a,b) € R? : |2a| — |b] = 1}

8. {(a,b) € R?: |ab| = 1}

9. {(a,b) € R?:ab=a}

Zadanie 3. Pokaz wprost z definicji, ze: U jest zbiorem liniowo zaleznym wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje
w nim wektor u € U, taki ze

LIN(U) = LIN(U \ {@}).

Pokaz tez, ze jesli U nie zawiera wektora zerowego 0, to sg przynajmniej dwa takie wektory .
Zaneguj obustronnie te rownowaznosé, aby uzyskaé charakteryzacje zbioru liniowo zaleznego.

Zadanie 4. Przedstaw wektor @ jako kombinacje podanych wektorow vy, va, ..
niemozliwe), nad cialem R:

., U (lub uzasadnij, ze to

Low = (1,5), 01 = (1,1), v3 = (2, )
2. w = (5,10, 11) n=(1,2,3),v2=(0,3,2), v3 = (1,1,1).
3. w=(5,10,11), _i =(1,2,3), v2 = (0,3,2), v3 = (1,8,7).
4. W = (4,17,18), vi = (1,2,3), v3 = (0,3,2), v3 = (3,9,11).
Zadanie 5. Rozwazmy przestrzein Z3 (zbiér trzyelementowych ciagéw elementéw z Zs, nad ciatem Zg). Ile

wektoréow nalezy do LIN((1,2,1),(2,1,1))? A ile do LIN((1,2,1),(2,1,2))?

Zadanie 6. Pokaz réwnowaznosé¢ nastepujacych warunkéw (dla B = {¢, s, ..., Uk}):
e 7Zbiér B jest liniowo niezalezny.
« Wektor 0 ma dokladnie jedno przedstawienie w postaci kombinacji liniowej wektoréw ze zbioru B.

o Pewien wektor z LIN(B) ma dokladnie jedno przedstawienie w postaci kombinacji liniowej wektoréw
ze zbioru B.

o Kazdy wektor z LIN(B) ma najwyzej jedno przedstawienie w postaci kombinacji liniowej wektoréw
z B.

Zaneguj powyzsze warunki, aby uzyska¢ charakteryzacje zbiorow liniowo zaleznych.

Zadanie 7. Czy nastepujace uklady wektoréw sa liniowo niezalezne (nad R)? Rozszerz ich maksymalny
podzbiér niezalezny do bazy.

1. (1,1,0), (0,1,1) (1,1,1),(1,0,1);

2. (0,1,2),(1,1,1),(1,1,1);

3. (1, 0,1,0),(1 2,0,1),(0,2,1,1),(0,0,1,1);
4. (1,0,1,0),(0,2,0,2),(1,1,0,0),(0,0,2,1).



Zadanie 8. Rozwazamy przestrzenie nad R. Niech 91, 05, . .., ¥, beda liniowo niezalezne. Dla jakich wartosci
a € R zbiory wektorow

. {05171 + U, U + 05172}
o {U) + Vo, Vo + U3, U3 + Uty ..., Up—1 + Up, Up + @1}
s liniowo niezalezne?
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Zadanie 9. Zal6zmy, ze dla przestrzeni liniowych W, W’ (bedacych podprzestrzeniami V) zachodzi
dim(W + W) = 1 + dim(W N'W’) .
Udowodnij, ze suma W + W’ jest jedng z przestrzeni W, W', a przeciecie W N W—druga.

Zadanie 10. Wyznacz wymiary LIN(S) N LIN(T') oraz LIN(S) + LIN(T) dla
« S={(1,2,0,1),(1,1,1,0)}, T'={(1,0,1,0),(1,3,0,1)};
e S={(2,-1,0,-2),(3,-2,1,0),(1,-1,1, -1}, T ={(3,-1,-1,0),(0,—1,2,3), (5, —2,—1,0) }.

Zadanie 11 (* Nie liczy sie do podstawy.). Uwaga: w tym zadaniu nie mozna korzystac¢ z twierdzenia o

réwnolicznosci baz ani z lematu o wymianie.
Uzywajac eliminacji Gaufla udowodnij nastepujace twierdzenie:

Jedli B = {51, cee 5k} jest baza przestrzeni liniowej V, to zbidr liczacy k + 1 wektoréw jest liniowo zalezny.
W tym celu wyraz wektory v1,...,0Ur+1 W bazie B i przeprowadz na tej reprezentacji eliminacje GauBa.
Wywnioskuj z tego twierdzenia, ze kazde dwie bazy przestrzeni skoniczenie wymiarowej sg rownoliczne.



