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2.5 Warstwy

Definicja 2.25 (Warstwa). Dla przestrzeni liniowej V i jej podprzestrzeni liniowej W
zbior U jest warstwg W w V| jesli jest postaci

U=u+W={u+w: weW} .

Zauwaz, ze warstwy zwykle nie sq¢ przestrzeniami liniowymi.

Przyktad 2.26. 1. Dla podprzestrzeni liniowej R" takiej ze trzecia wspotrzedna to
0, warstwami sa zbiory wektoréw o ustalonej trzeciej wspotrzednej.

2. Dla zbioru wektoréw spetniajacych réwnanie 2z; —x3 = 0 kazda warstwa sktada
sie z wektoréw, dla ktérych 2z; — x3 ma ustalong wartosé.

3. Dla przestrzeni liniowej wielomianéw i podprzestrzeni sktadajacej sie z wielo-
mianéw zerujacych sie w 2 i 4, warstwy skladajg sie z wektoréw o ustalonej
wartosci w 2 1 4.
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Lemat 2.27. Niech W < Vbedq przestrzeniami liniowymi, zas U C V. Nastepujgce
warunki sqg rownowazne:

1. istnieje wektor © € V, taki ze U = u + W

2. istnieje wektor u € U, taki z2e U = u+ W

3. dla kazdego wektora w € U zachodzi U = u + W.

Ponadto, nastepujgce warunki sqg rownowazne:

1. istnieje wektor u € V, taki ze U — u jest przestrzeniq liniowg;

2. istnieje wektor u € U, taki ze U — u jest przestrzeniq lintowq;

3. dla kazdego wektora @ € U zbior U — U jest przestrzeniq liniowq.

Prosty dowod pozostawiamy jako ¢wiczenie.
Pod wieloma wzgledami warstwy sa podobne do podprzestrzeni liniowych:

Lemat 2.28. Niech W <V bedzie podprzestrzeniq liniowq, zas U i U’ jej warstwams.
Wtedy

U=U b UNU =0 .

Prosty dowod pozostawiamy jako ¢wiczenie.
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Lemat 2.29. Niech V bedzie przestrzeniq liniowq, za$ U i U' warstwami jakichs
(niekoniecznie takich samych) podprzestrzeni V.
Wtedy przeciecie U NU’ jest puste lub jest warstwg (jakiejs podprzestrzeni).

Lemat 2.30 (Wypuktos¢ warstw). Zalozmy, ze cialo F spelnia 1+ 1 # 0.
Niech V bedzie przestrzenig liniowg nad ¥, zas U C V. Wtedy nastepujgce warunks
sq rownowazne

1. U jest warstwg (odpowiedniej przestrzeni liniowej)
2. Voerggey U+ (l—a)u=u+a(—u)eU

Intuicja: na ptaszczyznie to sa punkty na prostej wyznaczonej przez u, v.
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Przyktad /Zastosowanie 2.31 (Kontynuacja Przyktadu 2.24). Chcemy zajaé sie ponow-
nie rekurencjami, tym razem ,prawie liniowymi”, np.

an, = Qp—1 + 2a,_9 — 1.

Vatwo sprawdzi¢, ze zbior rozwiazan nie jest przestrzenig liniowa. Ale z Lematu 2.30
latwo wynika, ze jest on warstwg jakiejs przestrzeni liniowej. Z Lematu 2.27 r6znica
dwoch elementéw z warstwy jest w odpowiadajacej przestrzeni liniowej.

Tu sa dwa mozliwe podejscia.

e Szukamy dobrego wektora.
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o Nie szukamy jednego wektora, lecz dla konkretnego ciagu dobieramy indywi-
dualnie.



Rozdziat 3

Przeksztatcenia liniowe

3.1 Przeksztatcenia liniowe

Definicja 3.1 (Przeksztatcenie liniowe). Niech V, W beda przestrzeniami liniowymi
nad tym samym cialem F. Funkcja F : V — W jest przeksztafceniem liniowym, jesli
spelia nastepujace warunki: '

® Vﬁeraelﬁ‘F\/lﬁ> = (YF(E’)
o VogevF (U + W) = F(U) + F(w)

Alternatywna nazwa dla , przeksztatcenie liniowe” jest homomorfizm

Przyktad 3.2. < F':R" — R: suma wspotrzednych.
(YL!V‘Z//“\ = Z%E

o« F:R" — R"™ przemnozenie wszystkich wspotrzednych przez stata.

e F:R" — R" ! usuniecie i-tej wspoirzednej.

e Pochodna wielomianu — jako funkcja przestrzeni liniowej wszystkich wielomia-
néw (o wspoétezynnikach z R) w nig sama.

° ~

( N (-1
2 a ¢ > 2 Ctarx
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« F:Q'—= Q% Flz,y,2) = 2 +y,y — 32).

» Calka (okreslona), tj. dla wielomianéw ze wspélezynnikami z R przeksztalcenie

(F(N)(w) = [ Fy)dy.

o [':R? - R, F(z,y) = 3y nie jest przeksztatceniem liniowym.

P@"/Jﬁ) :DL? 4

e I':R* - R? F(a,y) = (y + 3, x@ nie jest przeksztatceniem liniowym.

0,0 => O,-2

Na zbiorze przeksztatcen liniowych z V w W mozemy w naturalny sposéb zdefi-
niowa¢ dodawanie i mnozenie (przez skalar) ,w punkcie”:

(F 4+ G)(¥) = F (V) + G(v)
(@F)(@) = aF (D)

Lemat 3.3. Zbior przeksztalcen liniowych jest przestrzeniq liniowg.
= F
<F 16 ) (L) = T G(LV)
=l Flv)t £+ 6(V)
= X ( F(\/)*é(v))
=L (Fr6)(v)
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Fakt 3.4. Ziozenie przeksztatcen liniowych jest przeksztatceniem liniowym.

FO(4) = Ozé(u) oL HG(V))
F(v)= Fv

Lemat 3.5. Kazde przeksztalcenie liniowe jest jednoznacznie zadane poprzez swoje
wartosct na bazie. Kazde takie okreslenie jest poprawne.

Fiyv - W

by, b — buna Y
N ok ok Sathi gt E(EL/ELL )
oow J = ZA; é
F(Sd:b)= 2ul. F (b))
2)  lwide fobic saromt gt poph
F(v\
ol 2adome F Qoowi/\/vwo (32(/@\ u‘/\M‘OM_
F(Lv) = ok ‘F(\/) \/,1 >
I -
5 FIE) = o Tl or) T TR
Fluav)= F () rLJ

3.2 Jadro i obraz przeksztafcenia liniowego

\IV

Definicja 3.6 (Jadro i obraz przeksztatcenia liniowego). Niech V., W beda przestrze-
niami linowymi, F': V — W przeksztatceniem liniowym.
Jadro praeksztalcenia to zbiér wektoréw przeksztatcanych na 0:

ker F = {# : F(%) =0} .

Obraz przeksztatcenia to zbiér wektorow, ktére sg wartosciami I+
o

m(F) ={u : F(v) =u} . [ﬁ)

Przyktad 3.7. e« dla operacji rézniczkowania i przestrzeni wiclomianow stopuia nie
wiekszego niz 5, obrazem jest przestrzen wielomianow stopnia niewigkszego
niz 4 a jadrem przestrzen wielomianéw stopnia nie wigkszego niz 0.
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o dla operacji catkowania przestrzeni wielomianow stopnia obrazem jest prze-
strzen wielomianéw stopnia réznego niz 0, a jadrem: wielomian zerowy.

o Dla przeksztalcenia F': R> — R, F(z,y) = x + y obrazem jest cala prosta R a
jadrem prosta x = —y. A

-

Lemat 3.8. Jgdro i obraz sq przestrzeniami liniowymi.

= F: Vv ->Ww
OéW(P) < \\/ HJ- )= ok P(\/)
zwvwlwvbjoé,'o Mo, A=0
SRR F(O)= 0 HV=3
(V1) o

\L( vea v -~ 67* O) 07

.o\ |
) v v EV

FlutuN= VT P0): \A/’t\/v’lé— |/vw/F
dw = i\”(ol\/) it

Fakt 3.9. Jesli F : V — W jest przeksztatceniem liniowym oraz LIN(ty, ..., 1) =V
toIm(F)D:LIN(@,...,‘). FOV)=F (323, T )= =4 )

- L IN(VL, - V)
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Twierdzenie 3.10. Niech F' : V — W bedzie przeksztatceniem liniowym, gdzie V, W :
skonczenie wymiarowe przestrzenie lintowe. Wtedy

dim(V) = d1m ( )) + dim(ker(F)).
Q @k

ko,rllé\/ buzo.

AT

e <
M=l

e

m \/CL*LI“” A —> bwra \\/
I B e e e T s e = e e

loaveds | e \:(Vu-ﬂ)lf“l FHv.)-  bara | F

\\,,/\/\——/
O g Lo be L (F Cup), . R ) F)
;_ﬁ/_/_l
—7

o ~ L (F),m )
Niswalin it ] Lo v -
&OZ [L t((— =2 M+1,>/
ST Z deve 4 jfors

Uwaga. Dowod TW1erdzen1a 3.10 nie zadziata, jesli wezmiemy na poczatku dowolng
baze V, np. wszystkie wektory moga przejs¢ w to samo!

Definicja 3.11. Rzqd przeksztalcenia liniowego F' to rk(F) = dim(Im(F)).

V2l E
i e i bon FE plin

Fakt 3.12. Jesli F: V — W to rk(F) < min( dlm dim(W)) bhu < w
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Fakt 3.13. Jesli F : V — V' oraz F' : V' — V" sq przeksztatceniami liniowymi, to

rk(F'F) < min(rk(F), rk(F")).

o (F'FY= L B V)
e FE = e P g (I F) =l F VY
-— —_— - —

i (F)



Rozdziat 4

Macierze

Definicja 4.1. Macierzg M rozmiaru m x n nad cialem [F nazywamy funkcje M :
{1,2,...,m} x{1,2,...,n} — F.
Zbiér wszystkich macierzy rozmiaru mxn nad ciatem F oznaczamy przez M, ,, (IF).

Zwykle macierz rozmiaru m X n oznaczamy jako tabele:

(Gn aia - Qip
Qg1 A2 -+ A2p
A=l . . | = (ag)i=1,0m -
. . ‘e ) / j=1,...n
Q/I
\aml Am2 - Amn| }3

(Typem nawiaséw za bardzo sie nie przejmujemy). Zauwazmy, ze indeksy sa zapisy-
wane odwrotnie, niz w przypadku wspoétrzednych na ptaszczyznie.

Dla macierzy piszemy tez (A);; na oznaczenie a;; i uzywamy podobnych konwen-
cji. Gdy rozmiar macierzy nie jest jasny lub jest nieistotny, zapisujemy macierz jako
(aij)

Dla zwiekszenia czytelno$ci w zapisie macierzy uzywamy tez przecinkéw miedzy

43
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elementami a;;, nawiasow okragtych zamiast kwadratowych, przecinkéw migdzy in-
deksami w a; ; itp.

4.1 Podstawowe operacje na macierzach

Definicja 4.2. Dodawanie macierzy okreslone jest po wspolrzednych, tzn. dodawanie
A+ B jest okreslone wtedy i tylko wtedy, gdy A, B sa tego samego rozmiaru i wtedy

2:]*1_ 1 163] A+ B)ij = (A)i +(B)ij -

Mnozenie przez skalar rowniez okreslone jest po wspotrzednych, tzn. dla macierzy
A = (a;;) nad cialem F
(CYA)Z'J' = ;-

Tym samym macierze stanowia przestrzen liniowa (nad odpowiednim ciatem).
Wektorem zerowym jest macierz ztozona z samych zer.

4.1.1 Wazne i cieckawe macierze

Przyktad 4.3. W ponizszym przyktadzie domys$lnie zajmujemy si¢ macierzami roz-
miaru m X n

1. macierz zerowa

(@

@@Ofb G
CQ@C.O@?D EOZ EJ

2. macierz 1;; O 7o

(Macierz ta zwana czasem macierzq indykacyjng, ale to nie jest dobra nazwa).

3. macierz kwadratowa MEM

4. macierz przekgtniowa macierz kwadratowa, ktora ma same zera poza przekatng,

(aii)i:17...,n- E 1 ]
-
1
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5. macierz identyczno$ciowa/jednostkowa

AN A _{ A (”((M /( O
- 1
1. A

@ A

6. macierz gornotrojkgtna A

\\\ (2 I~ °
[O\\"\ a%——o 3,0(%{ L>&

7. macierz d0ln0t7’0’jkqtﬁa

8. macierz trojkgtna

4.1.2 Zestawianie macierzy

Majac dwie macierze M, M’ rozmiaru m X n oraz m x n' (nad tym samym ciatem)

b@dmemy plsac n g | ot (\/v\ 4’/\/\\\]

L \ th MM
na macierz rozmiaru m X (n 4+ n') uzyskana przez ,zestawienie” macierzy M, M’.
Rozszerzamy te konwencje na wiele macierzy My, Mo, ..., M} rozmiaru m X ny, m X
N9, ..., M X ny i piszemy [My|Ms|---|My]. Jesli macierze te sa wymiaru m x 1 to
zwykle uzywamy liter C, ..., (), jako ze sa to kolumny wynikowej macierzy.

Podobnie zestawiamy macierze w pionie: dla macierzy M, M’ rozmiaru m x n i

m' x n piszemy AL 2ns fxm() Y
- = «1 M éM
M

na ,zestawienie” tych dwéch macierzy w pionie (w tym wypadku jest ono rozmiaru
(m + m') x n). Ponownie uzywamy tej notacji dla wielu macierzy M, Ms, ..., My,
jesli macierz maja tylko jeden wiersz to zwykle oznaczamy je jako Ry, Ro,..., R,
(bo sa to wiersze).

4.1.3 Mnozenie macierzy

Mnozenie macierzy zdefiniujemy najpierw dla macierzy 1 X n oraz n x 1.



ng (—g LZ? ba éyg | bai | baag | --- | baay,

—_

4&]
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Mm¥1

AN A

[al ag - an}' : Zn:akbk . Z,T VA “4151

bn ;
el / = L472+1=6

Wynik, w zaleznoéci od potrzeb, traktujemy jako liczbe (z ciata F) lub jako macierz
1 x1. R

Mnozenie wektoréw m x 1 oraz 1 X n definiujemy jako:

— i} i mxXxnm
by (9_1:@) —=|biay | bag |-+ | biay,

é Z L/j _bm_ _bmal bma2 o« bman_

Nastepnie rozszerzamy mnozenie do macierzy rozmiaru m x ki k x n (wynikiem
jest macierz rozmiaru m X n). Mnozenie definiujemy tak, ze dzielimy lewa macierz
na wiersze a prawg na kolumny i mnozymy jak dwa wektory (odpowiednio: wier-
szy i kolumn), przy czym pojedyncze mnozenie wiersza i kolumny wykonujemy jak
mnozenie wektorow.

M

le
(4 21V b 2] R1/ LW(LV @ RiCy |-+ | RG]
L—L '5] ?\J. ?I-'L/R%\ ( RyCi | RyCo - | RyC,
— GGGl = T O T
244y X : : . :
_Rm_ _Rmcl RmCZ ‘1 Ran_

B

LI*%'} 72421

Uzywajac notacji z indeksami, jesli A = (a;;)i—1..m, B = (bij)i=1 .5, to C = AB

ma postacé (¢;j)i=1,...m, gdzie f /

j=1,...n

Z azﬁbfj .

-1 — —

Uwaga. Zauwazmy, ze mozliwy jest tez odwrotny podzial: lewa macierz jako wektor
kolumn a prawa jako wektor wierszy. Wykonujac bezposrednie rachunki mozna tatwo
sprawdzi¢, ze wynik jest ten sam.

Fakt 4.4. Mnozenie macierzy jest tgczne. <ﬁ ) %) c = A é()
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Fakt 4.5. Niech A, B,C bedg macierzami nad tym samym ciatem F, 1d,, macierzq
tdentycznosciowg n X n, o € F. Witedy ponizsze rownosSci zachodzg, dla macierzy

odpowiednich rozmiaréw (tzn. takich, Ze odpowiednie mnozenie/dodawanie jest okre-
slone):

~

Id, A= A, Bld, = B;

2. A(B+C) = AB + BC;

3. (B+C)A=BA+ CA;

J. a(AB) = (aA)B = A(aB);
5. A[B|C] = [AB|AC);
2)o-2]

Dowéd sprowadza sie do prostych rachunkéw i zostanie pokazany na ¢wiczeniach.

&

Przyktad/Zastosowanie 4.6. Jak oblicza¢ wyrazy ciagu Fibonacciego szybko?

"L
*K/Ml-l

4M1

M
R

A%LML,, Pof @((p‘at ) OP.
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4.1.4 Transpozycja

Definicja 4.7 (Transpozycja). Dla macierzy M = (m”)z =L.m macierz M7 zdefinio-

.....

wana jest jako

M" = (mj)iz1,..m
7j=1,...n
to jest jako ,,obrot” wokot przekatnej.
Przyktad 4.8.

[12r [13] {123T 3
= ) o Z (1 6
3 4 2 4 4 5 6 3 6
Lemat 4.9. Dia macierzy M, N odpowiednich rozmiarow zachodzi
(M + N)T = mT + NT |
Mt ot (MN)T = NTMT |
Wmr it (M =M .
Prosty dowdd zostanie pokazany na ¢wiczeniach.

4.2 Wartosci na wektorach jednostkowych
Zdefiniujmy macierze rozmiaru n x 1 (wektory) El, ] ,En, wektor E} ma 1 na -

tej wspoirzednej oraz 0 wszedzie poza ta pozycja (czyli inne spojrzenie na baze
standardowa).

Lemat 4.10 (Bardzo wazny).

'S’)Jm,fm!rbd\l\/\ko

Y r . L
WCE N E o |Fnd = [@l@hi%]? M
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Uwaga. To jest bardzo uzyteczna wtasnosé: czesto zamiast pokazaé¢ rownos$é macierzy
czy tez pomnozy¢ jakies macierze bedziemy liczyli wartosci na wektorach FEj.

Przyktad/Zastosowanie 4.11 (Kontynuacja Zastosowania 4.6). W pewnym sensie mo-
01

zemy tez powiedzie¢, skad wzieliSmy macierz L1

] stuzacg do liczenia wartosci

wyrazow ciggu Fibonacciego: ma mieé¢ ona wlasnosé, ze przeksztalca wektor [Z] na
b T /( -ﬁ lm-ﬂf
[aer]' L i 4] —{—m-u, .ﬂmw
— o0 177_ a 7_
L A J_j =3 HL ] LQ-t- 6 3
v N
ME =M 27= ;je T lat.
O
J L -Ll«-rbl

4.3 Operacje elementarne
Definicja 4.12 (Operacje elementarne.). Operacje elementarne (kolumnowe) to:
e zamiana kolumn;
e dodanie do jednej z kolumn wielokrotnosci innej;
e przemnozenie kolumny przez niezerowy skalar.
Analogicznie definiujemy operacje elementarne wierszowe.
Operacje elementarne mozna wyrazi¢ jako macierze:

« macierz T;; ma nastg¢pujace wyrazy: na przekatnej 1, poza i, j7, gdzie Tj; ma



