Lista 2

Zadanie 1. Niech W < V bedg przestrzeniami liniowymi, zas U C V. Udowodnij, ze nastepujace warunki
sg roOwnowazne:

1. istnieje wektor u € V, taki ze U = u + W,

2. istnieje wektor u € U, taki ze U = u + W;

3. dla kazdego wektora u € U zachodzi U = u + W.

Udowodnij tez réwnowazno$¢ ponizszych warunkéw:
1. istnieje wektor u € V, taki ze U — u jest przestrzenia liniowa;
2. istnieje wektor u € U, taki ze U — u jest przestrzenia liniowa;

3. dla kazdego wektora u € U zbiér U — u jest przestrzenia liniows.

Zadanie 2. Niech W < V bedzie podprzestrzenia liniowa, za$ U i U’ jej warstwami. Pokaz, ze
U=U Tub UNU =0 .
Mozesz skorzystaé z Zadania 1, nawet jesli nie potrafisz go udowodnié.

Zadanie 3. Wyznacz baze obrazu dla nastepujacych przeksztatcen liniowych (z R3)

o F(x,y,2) =2z +y,3x — 2,5z +y — 2z, —2x + 2y — 22);

o G(z,y,2) = (v +y,y — 22,32z,2 — y);

o H(z,y,2) = (z +y,y + 2);

AW = (M) (1) L)NTT

00 A = (o ‘Ta)NIT 2zel0o M <+ A : 4 1sol miye] z JeISAZIONS ZSOZOJN :DYMOZDYSA|
Zadanie 4. Ktére z ponizszych przeksztalcen sg liniowe (dziedzinami i przeciwdziedzinami przeksztalcen sa
przestrzenie R™ dla odpowiednich n)?

o L(xz,y) =2z —y,x+3y— 1,6z +2y) ,

o L'(z,y,2) = (3z+ by — 22,2z — y) ,

o '(z,y,2)=(x-y+z—20—2-2y—=z).

Dla tych z powyzszych przeksztalcen, ktére sa liniowe, znajdz ich rzedy oraz podaj bazy jadra i obrazu.

Zadanie 5. Niech V bedzie przestrzenia liniowa wymiaru n nad ciatem F, zas F' : V — F niezerowym (tj. ist-
nieje 7 € V takie ze F(¥) # 0) przeksztalceniem liniowym (takie przeksztalcenia nazywamy funkcjonalami
liniowymi).

o Jaki jest wymiar jadra ker F'?

o Ustalmy dowolny wektor @ € V \ ker . Pokaz, ze LIN(ker F' U {w}) = V.

e Niech F,G beda dowolnymi funkcjonatami liniowymi na V o tym samym jadrze, tj. ker F' = ker G.
Korzystajac z poprzedniego punktu pokaz, ze wtedy istnieje 8 € I, taka ze F' = SG.

Zadanie 6. Rozwazmy przestrzen wielomianéw o stopniu najwyzej 7 nad cialem Zs oraz przeksztatcenie
liniowe zdefiniowane jako suma pierwszej i drugiej pochodnej, tj.:

F(z') =iz +i(i — )22 |

gdzie i(i — 1)2*~2 dla i < 2 oznacza 0.

Podaj bazy jadra ker F' i obrazu Im F' tego przeksztalcenia. Podaj ich wymiary.
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Zadanie 7. Dane jest przeksztalcenie liniowe F' : V — W. Udowodnij, Ze nastepujace warunki sg réwnowazne:

e F jest roznowartosciowe;

o dim(ker(F)) = 0;

o ker(F') sklada sie z jednego wektora;

o dim(Im(F)) = dim(V).



Zadanie 8 (* Nie liczy sie do podstawy, cho¢ nie jest takie trudne). Zal6zmy, ze dla przeksztalcenia liniowego
L : R? — R? zachodzi L3(7) = 0, dla kazdego wektora v € R2. Pokaz, ze wtedy réwniez L%(7) = 0, dla
kazdego wektora v.

Udowodnij uogélnienie tego faktu:
Jedli dla L : R™ — R™ oraz pewnego k > n zachodzi L¥ (%) = 0 dla dowolnego wektora 7, to zachodzi réwniez
L™(%) = 0.
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Zadanie 9. Pokaz, ze dla macierzy A, B, C odpowiednich wymiaréw oraz skalara « zachodza nastepujace
zaleznodci (Id oznacza macierze identycznosciowa/jednostkows odpowiedniego wymiaru, tj. majaca na prze-
katnej jedynke oraz zera w innych miejscach):

Id-A=A B-ld=1B
A-(B+C)=A-B+A-C
(A+B)-C=A-C+B-C

a(A-B)=(aA)-B=A-(aB)
A[B|C] = [AB|AC]
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Zadanie 10. Podaj zwarta posta¢ macierzy (nad R)
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Postaé¢ zwarta nie zawiera sum, wielokropkéw itp.

Zadanie 11. Oblicz (macierze sa nad R)
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