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4.3 Operacje elementarne

ROZDZIAL 4. MACIERZE

Definicja 4.12 (Operacje elementarne.). Operacje elementarne (kolumnowe) to:

e zamiana kolumn;

e dodanie do jednej z kolumn wielokrotnosci innej;

o przemnozenie kolumny przez niezerowy skalar.

1)

Analogicznie definiujemy operacje elementarne wierszowe.

Operacje elementarne mozna wyrazi¢ jako macierze:

. macierz’ma nastepujace wyrazy: na przekatnej 1, poza i, 57, gdzie Tj; ma

0, oprécz przekatnej ma same 0, poza ij, ji, gdzie ma 1.

¢

L

I

M N/

= M

. Idn —I—ozlij

Id; +3 - 136 = 1

o D, to macierz przekatniowa, ktora na pozycji iz ma « # 0 a pozostate elementy
na przekatnej to 1.

Lemat 4.13 (Operacje elementarne jako macierze). o M - T}; to macierz powstata

przez zamiane i-tej oraz j-tej kolumny.
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o M- (Id, +al;;) to macierz powstata przez dodanie do j-tej kolumny o razy i-tej
kolumny.

o M - (Diy) to macierz powstala przez przemnozenie i-tej kolumny przez o .
W szczegdlnosci:

« Tij- Ty = 1d
* DiaDil/a - Idn

A=LC Aglh, [ AT A= AE:

e ug
(N (B ¢ ‘\57\ >
Vﬁ(,é /‘l\}ig/w\ E?u
NT%;E(,,/ ZWEVL = [ —ta kol N
L - = =
MEC=MT. Ec= ME; = ;-1 bl M x
R FUMULAAL OMNR_
(\"I\RL/UOLTCk t:% / R ‘\k
";”1 \\,Af = b “ d,"
L L S = S Lol
<<H7<®T;> M ougbpmw@? Apnoulry
T;(’T;g‘—fot
[

DCDLVO—WCJ%W \L?V\A /Vwowe/ﬂ%

(14 (T 0”6«;>>E5Q'\{/@5 SR

be—te Lol M
{ -/ 0© =
b ~ .
E. Loy
A MAULEL = doLe &LMM N £
= et LHES

(Ted 1) (Td- o)
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Analogiczng interpretacje mozna uzyskaé tez dla operacji wierszowych:

Lemat 4.14. 1. Dla M odpowiedniego rozmiaru T;; M jest macierzq powstatq z M
przez zamiane i-lego oraz j-lego wiersza.

2. Dla M odpowiedniego rozmiaru (1d, +di;) M jest macierzq powstatq z M po-
przez dodanie do i-tego wiersza o razy j-tego wiersza.

3. Dla M odpowiedniego rozmiaru (D;,) - M to macierz powstala przez przemno-
zenie i-teqo wiersza M przez o .

Zwrocmy uwage, ze dla macierzy Id +al;; zmienia si¢, ktory wiersz dodajemy
do ktérego (w poréwnaniu z kolumnami). (Nie bedzie to jednak istotne, zwykle
uzywamy tylko, ze taka operacje da sie wykona¢ macierzami tego typu.)

d-d Z 4#‘@(/1/1/3/”) o—(,%/%‘:g

)l = ()

Definicja 4.15 (Macierze elementarne). Macierze odpowiadajace operacjom elemen-
tarnym, tj. 7); dla i # j, (Id, +al;;) dla i # j oraz D;, dla a # 0 nazywamy
macierzami elementarnymi.

Zauwazmy, ze tym samym mozemy zinterpretowaé caty proces eliminacji Gaussa
jako kolejne dziatania macierzy elementarnych.

Fakt 4.16. Eliminacje Gaufla mozna zinterpretowac jako mnozenie macierzy po-
wstalej przez zestawienie wektorow (w wierszach/kolumnach) z ukladu wejsciowego
przez macierze elementarne (odpowiednio z lewej lub prawej strony).

4.4 Przeksztatcenie liniowe dla macierzy

Od teraz (w zasadzie do konca) wektory zapisujemy w pionie i identyfikujemy je z
macierzami n X 1.
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Dla macierzy M rozmiaru m X n mozemy zadaé przeksztatcenie liniowe Fjs :

przez
~F) Far(#) = Mif . {w )+ (mx 1) b

Liniowo$¢ wynika z liniowosci mnozenia macierzy.
Takie przeksztatcenie bedziemy nazywac przeksztalceniem indukowanym przez
macierz M.

Twierdzenie 4.17. Przeksztalcenie(]\[:fﬁ jest izomorfizmem (przestrzeni linio-
wych) zbioru macierzy My, (F) i zbz\o‘mjw%eksztaiceﬁ liniowych z {F : F :F" —
F™ F jest przeksztatceniem liniowym}.

Pozostaje sprawdzi¢, jak wyraza sie sktadanie tak zadanych przeksztatcen.
Twierdzenie 4.18. Dia macierzy odpowiednich rzedow mamy
Fyrn = FurFy

tzn. przeksztalcenia zadane przez iloczyn macierzy M'M jest zlozeniem przeksztatcen
zadanych przez macierze M' i M.

F 2=(H'MY T

Aestp Akl A
vV — Mv P72 ki orse

4.5 Rzad macierzy

Definicja 4.19 (Rzad macierzy). Rzad macierzy to wymiar przestrzeni generowanej
przez kolumny tej macierzy (traktowanych jako wektory w F"). Oznaczamy go przez

rk(M). Tj. jesli M = [My|Ms]|---|M,] to L l// ¢ ( (
k(M) = dim LIN(M,, ... ., M,))
Pz
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Lemat 4.20. Niech M bedzie macierzq a Fyy indukowanym przez nig przeksztatce-

niem lintowym. Wtedy
rk(M) = rk(Fy)

P :(r:/l/\_'> F/\/I/\

FM = d(w/vv\ (/"\NF
Y
2 |7 =
Z:L/@z(‘,// . & bure AL
= - —>
A @//\/( E;Ei FE,, - %EM)}MM/MFJ\
4 s = ~
Wy MEL MR D qmaras b T4(])
Moy Hz HCM
M2

Ta obserwacja pozwala przetozy¢ znane nam wyniki dotyczace rzedu przeksztat-

cen liniowych na macierze. Np.
Lemat 4.21. Dla macierzy M, N odpowiednich rozmiaréw zachodzi

rk(MN) < min(rk(M), rk(N))
Fruw = Fuefv

A (Fy)= ok (Flo Fy)

Tl et () 4P

A (M) (V)

Tak zdefiniowany rzad nazwiemy na potrzebe kolejnego dowodu rzedem kolumno-
wym, analogicznie mozna zdefiniowaé¢ rzqd wierszowy. Okazuje sie, ze sa one réwne.
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Twierdzenie 4.22. Rzqd kolumnowy i wierszowy ustalonej macierzy M sq sobie
rowne.

W szczegdlnosei, tk(M) = rk(M7).
Pokazemy dowdd tego faktu oparty na algorytmie eliminacji Gaussa.

Lemat 4.23. Operacje elementarne kolumnowe (wierszowe) na macierzach nie zmie-
NiajG TZedu WIETSZ0WeGo © kolumnowego macierzy.
Falet : AR~ lmelratowe
Ap'= A A= 1L M Ac)= r(C)
fey Jorundl auogs op el e (BA) = i (R)
Vg Tip=t DDy gy ld (Idwu )(:m-; 1)1

= ld
AT,q“ loL

{( M oe >) re ( ET M7 )= o)

/vwa,mopd /
M&W N £ ree mwﬂo/w%ul‘“(

Lemat 4.24. Dia macierzy w wierszowej postaci schodkowej rzqd wierszowy i ko-
lumnowy macierzy jest taki sam.

Analogiczne stwierdzenie zachodzi dla macierzy w kolumnowej postaci schodkowej.
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Dlatego od tego momentu méwimy po prostu o rzedzie macierzy.

Uwaga. Przy liczeniu liniowej niezaleznosci dla zbioru wektoréw mozemy wykonywac
zarowno operacje wierszowe jak i kolumnowe. Prosze jednak pamieta¢, ze wykony-
wanie operacji kolumnowych nie zmienia przestrzeni rozpietej przez kolumny, nato-
miast wykonanie operacji wierszowych moze zmienic¢ te przestrzen (i zwykle zmie-
nia). Tym samym jesli mieszamy te operacje, to nie umiemy powiedzieé¢, np. jaka
jest baza przestrzeni rozpietej przez uktad wektoréw.
Tym niemniej, jesli stosujemy oba typy operacji, ale uzyjemy tylko wierszy {i1, ..., i}

do eliminacji (i jakich$ kolumn) i na koncu odpowiadajace wiersze sg niezalezne (a
pozostate zerami), to odpowiadajace wiersze z wejscia sa niezalezne.

4.6 Obliczanie bazy jadra przeksztatcenia

Jako przyktadowe zastosowaniem macierzy, pokazemy jak obliczy¢ baze jadra prze-

ksztatcenia indukowanego przez macierz M (zwanego dalej po prostu jadrem macie-
/

= lor Ly YAV I

Napiszmy A % »
@ MY <& Stliunmna \
‘ - VAT giant s
Wykonujemy teraz eliminacje Gaussa (na kolumnach) tak dtugo, az doprowadzimy

M (po prawej stronie) do postaci schodkowej (kolumnowej). Zauwazmy, ze mozemy
mysle¢ o tych operacjach jak o macierzach, czyli odpowiadajg one mnozeniu z prawej
strony obu stron rownosci przez te same macierze, czyli wykonywaniu tych samych
operacji kolumnowych na M oraz Id,, (czy tez doktadniej macierzy, k\T—_éjatam jest).

Na koncu otrzymujemy zaleznos¢ postaci: -
. o N "t(é M&G/‘LM&
LA %@/ ope M Azlre
\/] .\_)\ L

gdzie M’ jako pierwsze kolumny zawiera wektory niezalezne, a potem samé wektory
zerowe. Ale to oznacza, ze przy mnozeniu przez M odpowiednie wektory w macierzy
A przechodza na wektory 0. W czasie trwania procesu kolumny A pozostaja/ nie-
zalezne (bo to jest eliminacja Gaussa), czyli odpowiednie kolumny s anowiad\/bazg
jadra. s o ml ,<n/~LH
Zauwazmy, ze M po lewej stronie potrzebne jest tylko do dowodu, w samym
algorytmie mozemy go nie uzywac. Innymi stowy, algorytm trzyma par¢ macierzy
(poczatkowo: (M, 1d,,)) i wykonujemy na obu z nich takie same operacje kolumnowe,
tak by doprowadzi¢ M do postaci schodkowej (kolumnowej). Wtedy kolumny w
drugiej macierzy odpowiadajace kolumnom 0 z pierwszej to baza jadra.

Przyktad 4.25. Dla macierzy

11 0] @+3-@ |1 0 0
01 —1 00 —1
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Wykonujac analogiczne operacje na ma cierzy Ids:

0 RPN 1 -1
0 (2)+(3)-(1) 0
1 0

o O =
S = O

0
1 0
1 1
Latwo sprawdzié, ze faktycznie wektor [—1,1,1]7 nalezy do jadra Z drugiej strony,
wymiar jadra to dim(R3) — 2 = 1, czyli faktycznie ten wektor stanowi baze jadra.

4.7 Macierz odwrotna

Definicja 4.26. Macierz kwadratowa, ktora ma przeksztatcenie odwrotne, tj. istnieje
macierz M’ taka ze

M-M =M -M=1d, , -t

nazywamy macierzg odwracalng lub macierzg nieosobliwqg. Macierz M’ o wlasciwo-
Sciach jak wyzej nazywamy macierza odwrotna do M i oznaczamy przez M .

Lemat 4.27. Macierz M jest odwracalna <= przeksztalcenie Fyy jest odwracalne.
Co wiecej, Fypr = Fyf.

= H'L - M-L= \dL

Fue ¥y L) (? LOFH)

@ F

Fras Py = A=y (
F HM=F . MoM= L

Twierdzenie 4.28. Macierz A wymiaru n X n jest odwracalna <= tk(A) = n.
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Lemat 4.29. Jesli A jest macierzq kwadratowg n X n to macierz kwadratowa B jest
jej odwrotnosciq, jesli AB = 1d lub BA = Id.

(4

A-B= ld => RA= lol
D probreldcons  Umiowyie
FoFl=ie = FL.F=1lL

Ei,, 1) [:Mé ELOULOL,

FL,.S--  Fan Fe= F/gl:[)

1° Fi‘ . Fng uea Z/ Mderealgine
Ld ”>5""’L
- \ u ) 42 ! :
LT 11T v ~—

Dowody ponizszych prostych faktéw pokazemy na ¢wiczeniach.

Fakt 4.30. Jesli M N jest odwracalna a M, N sq kwadratowe, to rowniez M, N sq
odwracalne.
Niech M, N bedqg odwracalne. Wtedy:

. (M) = (MY

« (M) '=M

e (MN)'=N1M"1

Proste dowody pozostawiamy jako ¢wiczenia.

Fakt 4.31. Jesli A jest macierzq odwracalng a B,C sq¢ macierzami odpowiednich
rozmiaroe (tzn. takimi, ze mnozenia AB oraz C'A sq okreslone) to

rk AB) =1k(B omz rk(CA) =rk(C) .
M(AR(B)- mu( fl“‘t(ﬂﬁ)
4.8 Jeszcze o ellmmaql auBa

Lemat 4.32. Jesli macierz M jest odwracalna, to przy uzyciu eliminacji Gaufla (na
wierszach lub kolumnach) mozna doprowadzié¢ jg do macierzy przekgtniowej (bez zer
na przekgtnej).

Uzywajgc eliminacji Gaufla zaréwno na wierszach jak i na kolumnach mozna do-
wolng macierz kwadratowq przeksztatcic do macierzy przekgtniowej. Ponadto, mozna
najpierw wykonac wszystkie operacje na wierszach a potem na kolumnach (lub od-
wrotnie).
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Lemat 4.32 mozna zinterpretowac¢ jako mnozenie macierzy elementarnych.

Lemat 4.33. Kazdg macierz odwracalng A wymiaru n X n mozna przedstawic¢ jako
iloczyn (pewnej liczby) macierzy elementarnych Co wiecej, macierze Dy, mogq byc ostat-
nie lub pierwsze.

Kazdg macierz A wymiaru n X n mozna przedstawic jako iloczyn (pewnej liczby)
macierzy elementarnych oraz macierzy postacz% (lub jednej macierzy przekgtnio-

wej).

Dowéd pozostawiamy jako ¢wiczenie. A T 9‘
/f}e)LWW

4.9 Metoda algorytmiczna obliczania macierzy odwrotnej

Przedstawimy efektywny sposéb obliczania macierzy odwrotnej. 1\/ \d'
Zapiszmy réwnanie: / %
-1 . L -
19 & e pdhows D\j AsiAr=rlds - £:° e
Dokonujemy diagonalizacji A uzywajac metody eliminacji (dla kolumn). Wiemy, ze
kazda operacja kolumnowa odpowiada przemmnozeniu (z prawej strony) przez od-
powiednig macierz elementarng. Tym samym w kroku posredmm mamy rowname
postaci A | JZ ~Z ﬁr
A'A = B, & .
A
gdzie B jest macierza uzyskang przez zastosowanie tych samych operacji na Id, co

na A.

Gdy A’ jest macierza diagonalna, to albo ma jakie$ 0 (sprzecznosé), albo nie i
wtedy przeksztatcamy ja do macierzy Id mnozac odpowiednio kolumny przez skalar.
Te same operacje wykonujemy na macierzy B.

Na koncu uzyskujemy réownanie A l J/

A'ld=nB ,‘

!
)
!
: . |4 v
i tym samym mamy szukana przez nas macierz A~ L A -4

Przykfad 4.34. Obliczmy macierz odwrotng do

A:

S =

10
01
11
Sprowadzamy A do macierzy identycznosciowej

LL?“Q/TE-E) 1 1 O -7 /4
1 01 —> o O 1 >l o
0.1 o 1L 1 o,

o =

A

O
O
1

}._l
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Wykonajmy te same operacje na macierzy identycznos$ciowej

— 4 _A1 -1

10 O'L(-;..;g,j,) 1 oo i z 0O 4 47‘_ z

01 0|/ 3 1 O | 5y L o> 1{-4;_ L

001 -+t 01 2 11 -1"% J
v

LA



Rozdziat 5

Przeksztatcenia liniowe | macierze

PRV 2 T I 2

L NV = W
uml = ¥ sz’w"

i 1
ljv/\MOM&

AR - M
g ~4
= By’ ° B\v
5.1 Woprawka F:F = F"
| LM: F

Wiemy, ze dla ustalonych F" F"™ zbior macierzy M nad F rozmiaru m X n jest
izomorficzny ze zbiorem wszystkich przeksztatcen liniowych z F" w F”. W jedng
strone jest tatwo: majac M jego przeksztatcenie liniowe zadajemy jako

H;E r':,_ | Hll .- ( M,w—l

H :—'—@‘ F (E:
A jak to zrobi¢ w druga strone? Dla danego L chcemy skontruwac M takie ze

M7v = L(V). Zauwazmy, ze i-ta kolumna M to M E;. Ale M ma spetnia¢ M v = L(v)
dla kazdego ¥, w szczegdlnosci dla F;. Czyli L(E;) = M E;. I tym samym

61
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5.2 Wyrazanie przeksztatcenia liniowego w bazie

Definicja 5.1 (Macierz przeksztatcenia w bazie). Dla przestrzeni liniowyc}@, W, prze-
ksztatcenia liniowego F' : V — W oraz By, Byw: baz odpowiednio V oraz W, gdzie
By = {v1,...,9,} oraz By = {wy,...,w,} macierz Mp, p (F) (macierz przeksztal-
cenia F wyrazona w bazach By i Byw) to macierz zadana jako

_ e prthfovo,

((F(00)) 3ol (F(02)) | -+ [(F(00)) Bl - pnr

Jest to macierz rozmiaru m X n. h|
J 7/
Uwaga. To formalizuje podejscie z diagramu powyzej: startujemy z F”, bierzemy E,,

przechodzimy do V, czyli mamy 7;, nakladamy F', mamy F'(7;) i potem wracamy do
V wyrazajac F(v;) w bazie Byy.

Uwaga. Zwykle W =V oraz By = Bw. Ponadto, dla V = [F" i W = [ bazami sa
zwykle bazy standardowe.

Przyktad 5.2. Rozwazmy przeksztatcenie ' : R® — R? okredlone jako: F(x, vy, 2) =
(x +y,y — 2). Wtedy jego macierz w bazach standardowych dla R? oraz R? to

b F(ioo) (1,0)
U L(F) — 1140 1,0)= (4,1
il Tl 01 —1 O,L)- (o,)
B

Rozwazmy to samo przeksztatcenie wyrazone w bazach {(1,1,1), (0?1, 1),(1,1,0)}
oraz {(1,1),{1, —1)}. Wektory {(1,1,1), (0,1,1). (0,1, 1)} zostana przeksztalcone na

OdpawicalD: Fia0E (200 Flo10= ,0) F(LL0R(Z L)
(2’0)’@;@)(2’3 ’ @)= ol (1,011 B(L~1)

ktére wyrazajg sie w bazie {(1 1) W

My s LF)f "'

Lemat 5.3. Niech F' : V — W: przeksztalcenie oraz By, Bw bedg bazami odpowiednio
V oraz W, gdzie By = {#,,...,7,} oraz By = {w1,...,wy,}. Wtedy dla kazdego

wektora v € V: (F ‘\})

Gl Y =
» 7
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5.2. WYRAZANIE PRZEKSZTAELCENIA LINIOWEGO W BAZIE 63

Rozumowanie to przenosi sie na macierze oraz na iloczyn macierzy, ktéry odpo-
wiada sktadaniu przeksztatcen liniowych.

Lemat 5.4. Niech V,V'. V" bedq przestrzeniami liniowymi o bazach B, B', B", za$
F. V>V F.V >V przeksztalcem’ami liniowymi. Wtedy

Mg (F FE= My () MBB/(F)—E";
) % 1

Y
v ﬁ-? \VIM' _\‘_lg ' V2bdae
B = Vi Vm
» >
Hgp (FF)(S) - rjw( (F F7 ) e

@)

iy ()t () (/)= M ) ( i) g

Lemmot ‘
= (FFv)e

Lemat 5.5. Niech F' : V — W bedzie przeksztatceniem lintowym zas By, Bw dowol-
nymi bazami V oraz W. Witedy

rk(F) = rk(Mp, s, (F))



