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Lemat 5.5. Niech F : V — W bedzie przeksztatceniem liniowym za$ By, Bw dowol-
nymi bazami V oraz W. Wtedy

)

(F) = k() By: V3, T
e (B)= i L (F) = dime LV F(57) FO), -

Vo B b /7 F72)

W = &7 WMWW
o TOMAD

= diw LM (), (Fl)y ,,,,CHVMBB BM)

= M B(P)\//

5.3 Macierz zmiany bazy \ng\/(q;) Sl BW,BV,(F)

Jedng z rzeczy, ktorag mozemy w ten sposéb wyrazic¢, jest macierz zmiany bazy:
chcemy mie¢ w miare jednolity sposdéb na przejscia z macierzy w jednej bazie do
macierzy w innej bazie.

Definicja 5.6 (Macierz zmiany bazy). Dla baz 2. 13’ przestrzeni wektorowej V macierz
zmiany bazy miedzy B a B’ Mpp to macierz Mpgp: (Id)

Fakt 5.7. Dia baz B’ oraz B = v, ..., U, macierz zmiany bazy zadana jest jako

M ()= (7 (D

Mpp = [(U1)p|(V2)pr| - - - [(T) B] -
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Lemat 5.8. Niech By, By bedg bazami V. Wtedy
MppMpp = 1d,

tzn. sq to macierze odwrotne. // \\

gt = M= M, (12 )= 00

! G& VZ)B'

\/Lg'", \/m B VYo Wol |
3

H%*FD‘([&\ \/: ) = \dL
L,

=

E-

(%

Lemat 5.9. Niech F : V — W bedzie przeksztalceniem liniowym, By, By bazami V
zas$ Byy, By bazami W. Wtedy v

Myl ) o MEg\ @) F
/ \

dorlge oA or bunicBy mv’

Wets LUDH L HCR) 4

v Bw Sv By,
T Mawrdid M, By (F)s Mg g (9

—2
Mo o L) Moo (F) M (la) - (7%)
Uwaga. Najczesciej bedziemy zajmowaé sie przypadkiem, gdy W =V i By = By i
By = Byy.
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V,J_ V., Vi
11 {0
O 1].
1

h562u3} %b) T T T | |

Przyktad 5.10. W R3 rozpatrzmy baze standar @)raz baze B:
(oY
(v: )g (@; 1
‘ L
11
10 1|, Mpp = 0,5 0,5 05
01 0 5 0,5

Mozna tatwo sprawdzié, ze 1 I
MgpMpg = Id [ -L
EBMBE o £L J ’(

1/ 4 2
Rozpatrzmy przeksztalcenie F', (wyrazone w bazie standardoweJ jako

Wtedy

- =T 4oO
4 00 °© 0o
Mpp(F) = |1 5 1 2O L
115
Wtedy ff?
Mpp(F)A ]2 4 e° | |1 1 ° T L-C L O
2O ‘LS,]L4O4 L -ly O6
SR I | O A 1 § 6
— 2] o0¢f% o 4o =
© o




Rozdziat 6

Wyznacznik

6.1 Wyznacznik

Wazna funkcja na macierzach: wyznacznik. Uogdlnienie objetosci (ale ze znakiem).
Jakie wlasnosci powinna mie¢ objeto$¢ na zbiorze n wektorow v, v, ..., v, z F

w F? (det : (F")" — F): [ ( F~

(W1) (liniowos¢) jest funkcja wielo-liniowa, tj. liniowa dla kazdej kolumny:

det(th, Vo, . .., Vi1, QUs, Vi1, - - ., Up) = aedet(Vy, Vo, . . ., U1, Uiy Uig1, - - - 5 Un)
— — — — -/ - — — — — — — —
det(’ul, V2, ...,Ui—1,V; + Uiy Vi1, - - ,/Un) = det(vl, Vo, ...y Ui—1,U;, Uity .. ,’Un)
— — — = = —
+ det(vl, V2y .oy Vi—1,Uj, Vig1y - - ,’Un)

W szczegolnosci

det(vl,vg, <. 7Ui—1>07vi+1; .o ,’Un> =0

At

(W2) zastapienie U; przez v; + > a;U; nie powinno zmienia¢ wartosci

det(vl, V9, ..., Ui—1, ’Uﬁ—z QU Uitly - - - ’Un) = det(vl, V2, -+ 5 Vit Uiy Vig 15+ - o Un)

(W3) zamiana kolejnosci dwdch wektoréw zmienia zn&k*ﬁoﬂ)j—g‘toégbze znakiem )

—

det(vh,...,0,) = —det(vy, ..., Ui_1, U}, Uig1, - - ., Uj—1, Vi, Ujp1 « - ., Uy,)

67



68 ROZDZIAL 6. WYZNACZNIK

(W4) na macierzy identycznosciowej to jest 1 a luolownarie_
det(Id) =1

Jest to tak zwana ,,aksjomatyczna definicja wyznacznika”. WA —wWH

Lemat 6.1. Jest dokladnie jedna funkcja spetniajgca warunki Wi-Wj.
A WM @(oW

™ PWM el Qo ma M ( botunprrowo)

N/
o rfp\uqxw?o VYV

o\l
—

~

24
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Definicja 6.2 (Wyznacznik). Wyznacznik macierzy kwadratowej det(A) = |A|. To
jedyna funkcja spelniajaca warunki W1-W4. Oznaczamy go tez przez przez |Al.
6.2 Wtiasnosci i metody obliczania wyznacznika

Fakt 6.3. Proste wiasnosci wyznacznika

o Jesli U; = U; to det(vh, v, ..., 0,) = 0.

\C//

—

o Dla macierzy trojkgtnej jest to iloczyn elementow na przekgtne;.
= A anie Ame. O

e det(A) £0 <= rk(4) =n

/
()= e @ | ;O

Definicja 6.4 (Minor macierzy). Minorem macierzy M nazywamy kazda macierz

uzyskang poprzez usuniecie z M pewnego zbioru wierszy i kolumn.
Zwyczajowo A, ; to macierz powstala z A poprzez usuniecie i-tego wiersza oraz
j-tej kolumny.

b

n

(=1 a; det(Aq )

det(A)
a e /\Z Q"@
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D
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nik macierzy 2 x 2 oraz 3 X 3.

ROZDZIAL 6. WYZNACZNIK

Rozwiniecie Laplace’a pozwala nam na podanie konkretnych wzoréw na wyznacz-

Przyktad 6.7 (Obliczanie matych wyznacznikéw). Latwo obliczyé, ze wyznacznik ma-

cierzy 2 x 2, zadanej jako %Z} to a-d ~C (O

Twierdzenie 6.8 (Cauchy).

det(A - B) :(det(A) } et(B

D A(®NEm D 44 (D=0

2)

Pt amoutyze

&

T

D

W przypadku macierzy 3 x 3 mozemy zastosowaé¢ metode Sarrusa.

koo,

A T —
o

_|_

A-(®)

Y
2 ppg m JA AR =O
R

&

G 412 Q41¢Q7/2°a}3

ay ap G- 4 Q522
— G H22713

Ry

azy: 432

A
o d P

MW,A,

Bl to Bz am ¢k
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6.2. WEASNOSCI I METODY OBLICZANIA WYZNACZNIKA 71

Fakt 6.9. Wyznacznik macierzy oraz macierzy transponowanej jest taki sam, tj.:

det(A) = det(AT) .

A° A (B) em D i AT)em
MR = 0> b ( pT) =

“eiro |, CYI MEM_L

Fakt 6.10. < Dodanie do wiersza macierzy wielokrotnosct innego wiersza nie zmie-
nia wyznacznika.

o Wyznacznik macierzy z zerowym wierszem jest réowny 0.
o Wyznacznik jest funkcjg wieloliniowq wierszy.

o Zamiana dwoch wierszy miejscami zmienia znak wyznacznika na przeciwny.
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Przyktad 6.11 (Wyznacznik macierzy Vandermonde'a). Niech ¢, o, . .., ¢, beda do-

1
wolnymi liczbami. Macierz (n x n) Vandermonde’a V,, ma wyrazy réwne v;; = qzj ,

4 INT A
—>
®@% ' VY A

/)
_1 @ ¢ ... qﬁ‘l_
Pokazemy, ze : ‘)

det(Vo) = II (¢—a@) . <

1<i<j<n % a0
W szczegdlnosci implikuje to, jesli ¢; sa niezerowe i parami rézne, to wyznacznik ten
jest niezerowy. —
R Al a oot
Tae g0 - A | % | 2 oarg,
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6.3 Wyznacznik a macierz odwrotna
Fakt 6.12. Jesli M jest odwracalna, to i)/

B 1 A~ odmroccodmo.
det(M™) = det(M) -

—_—

st (MM )= ot (1) =L
\

° ~1 -1 :___{/-—-'
M/(WT'(\ M(Eg ) Jo (4 LE(N)

Lemat 6.13. Macierz odwrotna do macierz@est réowna

1 o (3)

CF, gdzie c;j = (—1)|A;|

det(A)

dig. ¢-1g el

|A! = bl (‘L)M: @, . \Au,::(
~ \L;L
g - = Lk(A)
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Przyktad 6.14. Dzieki Lematowi 6.13 mozna np. tatwo policzy¢ macierz odwrotnag do
macierzy 2 X 2:

6.4 Wyznacznik przeksztatcenia

Potrafimy zdefiniowa¢ wyznacznik dla macierzy, ale co z przeksztatceniem liniowym?
Kazde przeksztatcenie zadaje macierz, ale ta macierz zalezy od bazy. Okazuje sig,
ze wartos¢ wyznacznika nie.

Lemat 6.15. Niech F : V. — V bedzie przeksztatceniem liniowym, zas M, M’ bedqg
macierzami dla tego przeksztalcenia wyrazZonymi w roznych bazach. Wtedy

B R’

(

| ‘BE'
‘HPDB(F)‘ ™ (HB' BI(FJ Vi .. V.
|M| = M. vy . 4y,

M (W) 212
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