Lista O

Zadanie 1. Udowodnij, ze jesli A\1, g, ..., A\; sa réznymi wartosciami wlasnymi macierzy M, to suma (mno-
gosciowa) baz przestrzeni Vy ,..., V), jest zbiorem liniowo niezaleznym.
Wywnioskuj z tego, ze Vy, N LIN(U?ZQ Vy,) = {0}.
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Zadanie 2. ZnajdZ wartosci wlasne i odpowiadajace im wektory wlasne dla podanych przeksztalcen linio-
wych:

° L((JZ, Y, Z)) = (237 -y,0,y+ Z);

o L'((z,y,2)) = (0,0,y);

o L'(z,y,2) = (y+z,2+22,0).
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Zadanie 3. Znajdz wartosci wlasne, ich krotnoéci algebraiczne i geometryczne dla ponizszych macierzy:

7T =12 6 2 -1 2 0 1 0
10 -19 10/, 5 =3 3|, -4 4 0
12 —-24 13 -1 0 =2 -2 1 2

Dla jednej z wartosci oblicz odpowiadajace wektory wlasne.

Zadanie 4. Niech A : V — V bedzie przeksztalceniem liniowym. Pokaz, ze ker A oraz Im A sg przestrzeniami
niezmienniczymi A.

Zadanie 5 (* nie liczy sie do podstawy). Dla wielomianu p(x) = Z?:o a;x' mozemy zdefiniowaé¢ naturalnie
wartosé¢ tego wielomianu na macierzy kwadratowej, jako (M) = Ef:o a; M*, gdzie M = Id.

Niech M = AJA~! gdzie J jest macierza Jordana (tzn. na przekatnej ma klatki Jordana), za$ @y jej
wielomianem charakterystycznym. Pokaz, ze ¢y (M) jest macierza zerowa.

(W pelnej ogélnosci to zadanie powinno méwié, ze A, J sa macierzami nad C, ale w zasadzie nic nie
zmienia to w dowodzie: wystarczy, ze pokazesz to dla R.)

Zadanie 6. Niech w bedzie wielomianem o wspélczynnikach rzeczywistych. Pokaz, ze dla liczby zespolonej
o mamy w(@) = w(a) (gdzie = to sprzezenie).

Wywnioskuj z tego, ze jeéli w ma pierwiastek zespolony 3, to (3 tez jest pierwiastkiem tego wielomianu.

Wywnioskuj z tego, ze jesli macierz o wspdlczynnikach rzeczywistych (traktowana jako macierz o wspo6l-
czynnikach zespolonych) ma zespolong warto$é wlasng 3, to ma tez wartosé wlasna 3.

Udowodnij, ze w tym przypadku, jesli wektor o wspélczynnikach zespolonych vV = [v1, .. .,vn]T jest
wektorem wilasnym dla zespolonej wartosci wlasnej 3, to V = [U1,...,7,]" jest wektorem wlasnym dla
zespolonej wartoéci wlasnej (5.

Zadanie 7. Pokaz, ze:
e suma macierzy symetrycznych jest macierza symetryczna;
e iloczyn macierzy symetrycznych A, B jest macierza symetryczng wtedy i tylko wtedy, gdy AB = BA,;

o jesli macierz symetryczna jest odwracalna, to jej macierz odwrotna jest symetryczna.

Zadanie 8. Udowodnij, ze iloczyn dwéch macierzy kolumnowo stochastycznych (dodatnich) jest macierza
kolumnowo stochastyczna (dodatnia).
Niech Mj, ..., My beda macierzami kolumnowo stochastycznymi (dodatnimi) oraz aq, ..., oy sa liczbami
nieujemnymi, spetniajacymi ), a; = 1. Pokaz, ze
k
> aiM;

=1

tez jest macierza kolumnowo stochastyczna (dodatnia).



Zadanie 9. Niech A bedzie macierzg stochastyczna. Pokaz, ze zachowuje ona sume wspétrzednych, tzn. dla

wektora (v1,...,v,)" niech (w1, ..., w,)T = A(vy,...,v,)T pokaz, ze
n n
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Zadanie 10. Niech A bedzie dodatnia macierza kolumnowo stochastyczna. Pokaz, ze A nie ma wartosci

wlasnej —1.
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Zadanie 11. Niech A bedzie dodatniag macierza kolumnowo stochastyczng, potraktujmy ja jako macierz
liczb zespolonych. Pokaz analogicznie do dowodu na wykladzie, ze jesli A ma (zespolona) wartosé wlasna o
module 1, to wektor wlasny tej wartosci wlasnej jest postaci aV, gdzie a € C oraz V > 0.



