Lista 8

Zadanie 1. Rozpatrzmy przestrzen liniowa wielomianéw o wspotczynnikach rzeczywistych stopnia najwyzej
3. Zdefiniujmy iloczyn skalarny jako

1
(p,q) = / P@)g(z)de .
Oblicz iloczyny skalarne (2%, 27) dla 0 <i < j < 3.

Zadanie 2. Niech V bedzie przestrzenia Euklidesowa (unitarna). Udowodnij, ze dla zbioru wektoréw U C V/
zachodzi
Ut = (LIN(U))t  oraz (UYL =LIN(®U) .

Zadanie 3 (Macierz Grama). Zdefiniujmy macierz Grama ukladu wektoréw {v7,..., 0} w przestrzeni Eu-
klidesowej V wymiaru k jako

G{th,...,0}) = (U5, 7)) )ij=1,..k -

Niech B = by, ..., by, bedzie baza ortonormalng V. Zdefiniujmy macierz A = [(71)5 | (T2)5 ] - . .| (T)5], tj.
macierz, ktérej j-ta kolumna to wektor z R" bedacy wyrazeniem v; w bazie B. Pokaz, ze

G{v,...,0}) = ATA .

Korzystajac z tej reprezentacji udowodnij, ze
o det(G({¥1,...,Uk})) jest nieujemny
o det(G({?1,...,Uk})) = 0 wtedy i tylko wtedy, gdy {¥1,...,Ux} jest liniowo zalezny.

Komentarz: Zalozenie, ze wymiar przestrzeni i liczba wektoréw w uktadzie sa takie sama nie jest potrzebne,
ale ulatwia rachunki.

Zadanie 4 (Nieréwno$¢ Bessela; réwnos$¢ Parsevala). Niech {é1, ..., €} beda ukladem ortonormalnym, tj.:
.« Vi(e, ) =1
o Vi j(€,€j) =0.

(Nie zakladamy, ze jest baza).

Pokaz, ze dla dowolnego wektora v:

k

Y l(E oy P < JIalf*

i=1
Co wiecej, {€1,...,¢€x} jest baza wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdego ¢ zachodzi réwnosé.

Zadanie 5. Niech V bedzie przestrzenia Euklidesowa, zas Vi, Vy <V jej podprzestrzeniami (z tym samym
iloczynem skalarnym). Pokaz, ze:

¢ Vi <Vy < Vi >Vg,

o (Vi4+V)t=V{nvVy,

o (ViNnVy)t =V{ +Vy.
Zadanie 6 (* nie liczy sie do podstawy; w sumie fatwe, ale co$ musi mie¢ gwiazdke...). Niech V bedzie
przestrzenia liniowa nad R a (-,-) bedzie iloczynem skalarnym na tej przestrzeni. Niech B = bq,...,b,

bedzie baza ortonormalng V a P : V — V rzutem prostopadlym na podprzestrzen jednowymiarowa W < V.
Pokaz, ze suma kwadratéow dtugodci rzutéw prostopadtych wektoréw z B na W wynosi 1, tj.:
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Zadanie 7. Zdefiniujmy iloczyn skalarny na przestrzeni wielomianéw jako

(g,h) = ;/_11 g(x)h(z)dz .

Dokonaj ortonormalizacji (dowolnej) bazy przestrzeni wielomianéw stopnia nie wiekszego niz 2.
Zrzutuj prostopadle na ta przestrzen wielomiany 23 oraz 23 — 2% + z — 1.
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Zadanie 8. Uzupelnij do bazy a nastepnie zortonormalizuj podane uktady wektordw:

(1 11 l) (1 1 _1 _1).
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212y (21 _2

« (5,33 (53, -3)

Zadanie 9. Pokaz, ze ,rzut prostopadly nie zwieksza dtugo$ci”: niech P bedzie rzutem prostopadlym na
W < V. Wtedy dla kazdego v € V zachodzi

7] > || P3|
i réwnosé zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy v € W.

Zadanie 10. Dokonaj ortonormalizacji baz:
® (1a2a2)7(171775)’(37278)a
e (1,1,1),(—=1,1,-1),(2,0,1).

Zadanie 11. Pokaz, ze symetria wzgledem przestrzeni W < R™ wyraza sie wzorem
2Pw —1d

gdzie Py to rzut prostopadly na W, zas Id to przeksztalcenie identycznosciowe.
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