Lista 10

Zadanie 1. Ktore z zbioréw z dzialaniem sg grupami?
1. zbiér liczb naturalnych, z dodawaniem;

2. zbiér liczb catkowitych, z mnozeniem;

3. zbiér liczb postaci %, gdzie k > 0 jest catkowite, z mnozeniem;

4. zbiér liczb wymiernych, z dodawaniem;

5. zbiér liczb wymiernych bez zera, z mnozeniem.
Zadanie 2. Rozwazmy grupe G i zdefiniujmy w niej sprzezenie (wzgledem elementy g) ¢4 : G — G-

pglw) = grg™" .

Pokaz, ze

* Pab = PaPb;

e, jest izomorfizmem z G w G;

o jesli H < G to pa(H) < G (podgrupa sprzezona).

Zadanie 3. Pokaz, ze dla x1, ...,z elementéw grupy G oraz liczb calkowitych z1, ..., z; zachodzi:
(@ ad? )t = ()P (g )t (2 )P = () ™ () T () T
Zadanie 4. Pokaz, ze réwnosé
(ab)" = a"b"

zachodzi dla dowolnego r (naturalnego) oraz dowolnych a,b € G wtedy i tylko wtedy, gdy grupa G jest
przemienna.

Zadanie 5. Wyznacz wszystkie izomorfizmy pomiedzy grupa obrotéw kwadratu, a grupa (Z4, +4).
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Zadanie 6. Pokaz, ze jesli kazdy element w grupie jest odwrotny do siebie, to grupa jest przemienna.

Zadanie 7. Pokaz, ze, z dokladnoscia do izomorfizmu, istnieje tylko jedna grupa trzyelementowa (dokladniej:
(Zs,+)) oraz dwie grupy czteroelementowe: (Z4,+) oraz Zg x Zgz z dodawaniem po wspéirzednych.
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Zadanie 8. Niech H; i Hs bedg podgrupami grupy G.

e Pokaz, ze H; U Hy nie musi by¢ podgrupa G.

o Pokaz, ze jesli H; U Hy jest podgrupa G, to Hy < Hy lub He < Hj.

o Pokaz, ze jesli G jest przemienna, to (Hy U He) = {h1he : hy € Hy, he € Ha}.

(Dla przypomnienia: (A) to najmniejsza grupa generowana przez A.)

Zadanie 9 (Nie liczy sie do podstawy). Pokaz, ze podgrupa grupy cyklicznej jest cykliczna.
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Zadanie 10. Centralizatorem elementu a w grupie G nazywamy zbiér elementéw przemiennych z a, czyli
G(a)={be G : ab=ba} .
Centrum grupy G nazywamy zbiér
Z(G)={a : Ybe G: ab=ba}

(czyli: przemiennych ze wszystkimi elementami w G). Udowodnij, ze dla dowolnej grupy G i elementu a
centralizator G(a) oraz centrum Z(G) sa podgrupami G. Pokaz tez, ze

Z(G)= (1 Glg) .
geG

Zadanie 11. Pokaz, ze zbiér symetrii tréjkata réwnobocznego jest izomorficzny z grupa wszystkich permu-
tacji zbioru trzyelementowego Ss.



