Lista 12

Zadanie 1 (* Nie liczy sie do podstawy). Typem t permutacji o € S, nazywamy ciag t = (ni1,...,n,), gdzie
n; to liczba cykli dlugosci ¢ w rozkladzie o na cykle roztaczne. Dla danego typu t oraz H < S,, niech |H|;
bedzie liczba permutacji typu t w H.

Pokaz, ze dla dwoch permutacji o, 7 permutacja 7~ o7 ma taki sam typ, jak permutacja o.

Niech H < G < S,,. Zal6zmy, ze dla kazdego typu permutacji ¢ zachodzi |H|; € {0,|G|:}, tj. podgrupa
H albo nie ma permutacji typu ¢ albo ma wszystkie permutacje typu t z G. Pokaz, ze H < G.

Korzystajac z tego faktu pokaz, ze podgrupa {e,(1,2)(3,4),(1,3)(2,4),(1,4)(2,3)} < Sy jest podgrupa
normalng (w Sy).
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Zadanie 2. Znajdz wszystkie podgrupy normalne w grupie obrotéw i odbi¢ kwadratu. Dla ktérejs z nietry-
wialnych podaj tabele dzialan w grupie ilorazowej (tj. grupie warstw podgrupy normalne).

Zadanie 3. Zal6zmy, ze H jest podgrupa G, a N podgrupa normalna G. Pokaz, ze wtedy
HN={hn : he H ne N}

jest podgrupa G.
Zalézmy, ze grupy Np, N2 sa normalne w G. Pokaz, ze N1 Ny jest podgrupa normalna.

Zadanie 4. Wykonaj ponizsze obliczenia modulo 3, 5, 15. Oznaczenie 627! oznacza element odwrotny do 62
mod m w odpowiednim Z,,.

o —(125-18+32-49)71-(75-27—16-7) + (772271 — 18 - 255);

o 157 —34312.241% + 175123 — (1767 1)* - 1212

Zadanie 5. Rozpatrz dzialanie algorytmu Euklidesa na dwoch kolejnych liczbach Fibonacciego. Jak wyglada
para liczb trzymanych po k-tym kroku? Udowodnij, ze dla pary liczb (Fp41, Fht2) algorytm wykonuje
przynajmniej n krokow.

Pokaz, ze algorytm Euklidesa (w ktérym zastepujemy a przez amod b, a nie a przez a — b) wykonuje
O(log(a) + log(b)) krokéw.
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Zadanie 6. Uogdlnij algorytm Euklidesa dla wiekszej liczby liczb m1, ma, ..., my. Pokaz, ze nwd(my, ..., my) =
Zle x;m; dla pewnych liczb catkowitych x;.
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Zadanie 7. Pokaz, ze dla dodatnich caltkowitych liczb a,b istnieja dokladnie dwie pary liczb calkowitych
(x,y), takich ze:
o za+ yb=nwd(a,b) oraz
a

b
¢ ‘x’ < nwd(a,b)’ ‘y| < nwd(a,b)
Pokaz ponadto, ze w jednej z tych par x jest dodatnie, a y niedodatnie, za§ w drugiej odwrotnie.
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Zadanie 8. Oblicz nwd dla nastepujacych par liczb. Przedstaw je jako kombinacje liniowa (o wspélezynnikach
catkowitych) tych liczb.
{743,342},{3812, 71}, {1234, 321}.

Zadanie 9. Pokaz, ze jesli n,m sa wzglednie pierwsze, to ¢(nm) = ¢(n) - p(m).
Ile wynosi ¢(p*), gdzie p jest liczba pierwsza a k > 1?7 Okredl, ile wynosi o(py* - p§%---pi*) dla

P1, P2, - - ., py—roéznych liczb pierwszych.
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Zadanie 10. Oblicz ¢ dla nastepujacych liczb: 7,9,27,77,143,105. Mozesz skorzystaé¢ z Zadania 9.

Zadanie 11. Pokaz, ze dla p-pierwszego oraz a-wzglednie pierwszego z p liczba aP?~? jest odwrotnoscig a w
Zy. Skonstruuj wydajny (tj. wielomianowy od log p oraz loga) algorytm obliczania tej liczby.
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