Zadanie 3 (* nie liczy si¢ do podstawy). Dla macierzy (a; ;)i j=12,..n rozpatrzmy funkcje:

F((@ig)ij=12..m) = Y sgn(o) [T aggiyi -
oESh =1

F((@i)ig=12..m) = D sen(o) [T aioq) -
UESn 1=1

Pokaz, ze obie definiuja wyznacznik.
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Rozwigzanie Pokazemy to dla funkcji

n

f(aig)ij=12,.0) = > sgu(o) [] oy »

oESy i=1

dla drugie dowdd przebiega analogicznie po wiersza, a nie jak tu po kolumnach.
Dla wyrobienia intuicji zauwazmy, ze dla ustalonego o wartosé

oznacza, ze w pierwszej kolumnie macierzy wybieramy element o numerze o (1) (%(1)1)7 w drugiej: o numerze
7(2) (ag(2)2), itd. i na koniec mnozymy wszystkie wybrane tak. Jako ze sumujemy po wszystkich mozliwych
permutacjach, oznacza to, ze sumujemy po wszystkich mozliwych takich wyborach (z odpowiednim znakiem).

Trzeba pokazaé, ze tak zdefiniowana funkcja spelnia aksjomaty wyznacznika. Pokazmy najpierw linio-
woéé (po kolumnach). Niech A = [A}]---|A,] oraz A" = [A}]|---|Ai_1|A; + A} Ai1|---|Ap] oraz A7 =
[A1| - | A1 A} Aiga] - |An); oznaczmy elementy tych macierzy: A = (a;j), A’ = (a;;) i A" = (a;). Wtedy

n

F((@)ig=12...n) = > sgn(o) [] @by
gESy =1

o / / / / !
= Z Sgn(g)%u),l © U (i-1),i—1%(6),i% (i+1)i+1 " Qo(n)n
Uesn

= Z Sgn(U)%(l),l T ao(i—l),i—l(aa(i),i + ag(i),i)%(iﬂ),iﬂ “Go(n)n
oESy

= Z SgH(U)%(l),l © Qo (i—1),i—1(i),i Yo (i+1) i+1 " Ao (n),n
gESy

+ Z Sgn(")%(l),l "'aa(i—l),i—lag(i)7iao(i+l),i+1”'ao(n),n
gESy

= f(A)+ f(4)

Analogicznie pokazujemy dla mnozenia przez skalar.

Kolejny aksjomat: f(Id) = 1. latwo sprawdzié¢, ze
1 jedlio(i)=1
Ao (i), = T . .
0 jedlio(i) #1

W takim razie

n

=1

1 jesli dla kazdego i o(i) =i
p
o(@).d 0 w przeciwnym przypadku

czyli iloczyn jest niezerowy (i réwny 1) tylko dla o = Id i tym samym
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Pozostaje pokazaé, ze zamiana kolumn w macierzy zmienia znak wyznacznika na przeciwny. Oznaczmy

¢ -) macierz uzyskang z A = (a; j) poprzez zamiang k-tej {-tej kolumny. Wtedy

jako macierze A" = (a;
9.

n

F((@)ij=12,.m) = Y sen(o) [] abu.

oc€Sh i=1

= > 880(0) (1)1 * Co(m1)k—100 (k) Lo (k1) o1 * Cor(0—1) 60— 100 (0) ko (+1),04+1 *** Qo (n)n
gESy

Zamieniamy miejscami elementy k-ty oraz /-ty w iloczynie

= D sgn(0)ag (1)1 o (k—1) k=100 (0) ko (k1) k41 * * Qo (t—1),0—1 0o (k) £0a(e+1) 641 * * Co(n)n
O'eSn

Zauwazmy teraz, ze skoro sumujemy po wszystkich permutacjach, to zamiast sumowaé¢ po o, mozemy su-
mowa¢ po o(k,l), gdzie (k,¥) oznacza tu inwersje. Co wiecej, suma dalej moze by¢ co o, bo przemnozenie
przez (k,¢) to bijekcja na zbiorze permutacji

= > sgn(0(k, 0)) A0y (1)1 * Qo () (k1) o1 Do (I 0) (0) e Cr (o) (o 1) o1 *
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© Qg (k,0) (0—1),0—100 (k,0) (k)6 %0 (k,0) (6+1),6+1 " * Qo (kL) (n),n

Teraz pozostaje zauwazy¢, ze (k,£)(i) = i dla i ¢ {k,{} oraz ze przemnozenie przez inwersje zmienia znak
permutacji
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= —1(4)



