Lista 13

Zadanie 1 (* Nie liczy si¢ do podstawy). Przypomnijmy, ze chinskie twierdzenie o resztach méwi, ze gdy

mi,ma, ..., my s parami wzglednie pierwsze, to naturalny homomorfizm z Z,, .;my-.my W Zipy X Ly X =+ - X

Lo, jest izomorfizmem.
Pokaz, ze obrazem Z

* * *
Loy X Lipy X =+ X Ly

*

g ma-my, (CZY1 elementéw odwracalnych W Ziy, my..m,) tego izomorfizmu jest

Zadanie 2. Podaj dowolne rozwiazanie w liczbach naturalnych ponizszych ukladéw réwnan.

z mod7 =1 z mod9 =38 z mod 13 =3
Tz modb =4 r mod 11 =3 z mod 17 =11

Zadanie 3. Wyznacz najmniejsza liczbe naturalng, ktéra przy dzieleniu przez 2, 3, 5, 7, 11 daje odpowiednio
reszty 1, 2, 4, 6 i 10.
Zadanie 4. Wyznacz najwiekszy wspdlny dzielnik par wielomianéw (o ile nie jest napisane inaczej: w R[z])

o 2t — 223 — 1922 + 8z + 60 oraz z* + 522 + 522 — 5z — 6;

o o+ 23+ 222 + 22 oraz 2t + 227 + 222 + & (w Zs[z])

o f=aP+1,g=10+1 (wZy[X] dla p—pierwszego).
Wyraz nwd jako kombinacje podanych wielomianow.
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Zadanie 5. Udowodnij uogdlnienia twierdzenia z wyktadu:

Niech F bedzie ciatem, f bedzie wielomianem nierozktadalnym a pq,po, ..., pe wielomianami w
pierscieniu wielomianéw F[z] o wspélezynnikach z F oraz f¥|pips...pe. Wtedy istnieja liczby
ni,na,...,ny, takie ze >, n; > k oraz dla kazdego i zachodzi f™i|p;.

Zadanie 6. Niech [ bedzie cialem za$ F|x| pierScieniem wielomianéw o wspdlczynnikach z tego ciata. Udo-
wodnij, ze kazdy wielomian f € F[x| da sie przedstawi¢ jednoznacznie (z dokladnoscia do kolejnosci czynni-
kéw) w postaci f = c¢- f1- fo- -+ fi, gdzie ¢ € F jest stala, a kazde f; € Flz] jest wielomianem nierozkladalnym
o wiodacym wspdlczynniku réwnym 1.
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Zadanie 7. Pokaz, ze jesli F jest cialem, to w pierScieniu wielomianéw Flz| o wspélezynnikach z ciala F
zachodzi prawo skreslen: dla f, g, h € Flz|, gdzie f # 0, zachodzi
fg=Fh = g=h.
Zadanie 8. Korzystajac z tw. Bezout rozl6z ponizsze wielomiany z Zs[x| na czynniki nierozkladalne
x5+:ﬁ3+3:—|—1, :v4+x3—|—x2+1, x5+x2—|—:c, x4+x2+1, 4.

Potraktuj powyzsze wielomiany jako wielomiany z Zs[x] i réwniez rozléz je na czynniki nierozkladalne.
“QU[ePeZOIIT
s erudo)s 0FIISILIP AURIWIO[RIM 9I0)Y ‘IS SIUSIMOUR)SRZ dUJOSO 9IZPAQ ZO} dUZIIIUOYN 9ZOUW DAL DYMNOZDYS M
Zadanie 9. Wielomian f ma reszte z dzielenia przez x — ¢1 réwng 71 oraz reszte z dzielenia przez r — co

réwna ro. Ile wynosi reszta z dzielenia f przez (v —c1)(z — c2)?
Wystarczy, ze zapiszesz zaleznos¢ na wspotczynniki tego wielomianu, nie musisz jej rozwiazywac.
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Zadanie 10. Niech f,g, f’, ¢, a beda niezerowymi wielomianami z pierscienia wielomianéw F[z] o wspol-
czynnikach z ciala F. Zalézmy, ze f = af’ oraz g = ag’.

o Jedli b =nwd(f',¢’), to ile wynosi nwd(f, g)? Jesli b’ = d'f' + b'¢’ dla pewnych wielomianéw o', b’ €
Flz], to jak wyraza si¢ nwd(f, g) poprzez wielomiany f, g?



o Jedli W/, 1’ sg ilorazem oraz reszta z dzielenia f’ przez ¢, to ile wynosi iloraz, a ile reszta z dzielenia f
przez g7

Zadanie 11. Dane sa dwa niezerowe wielomiany f, g € F[z] z pier§cienia wielomianéw o wspélczynnikach z
ciala F. Zal6zmy, ze f = f'f” oraz nwd(f’, g) = 1. Celem zadania jest pokazanie, jak odtworzy¢ reprezentacje
nwd(f, g) jako kombinacji wielomianéw f, g z analogicznych reprezentacji dla f”, g oraz f’, g.

o Pokaz, ze nwd(f, g) = nwd(f”, g).

o Niech nwd(f”,g) = af” + bg oraz 1 = nwd(f’, g) = c¢f’ + dg dla odpowiednich wielomianéw a,b,c,d €
Flz]. Wyraz nwd(f,g) jako kombinacje wielomianéw f,g; kombinacja ta moze uzywaé kombinacji
wielomianéw sposréd a, b, ¢, d, ', f” jako wspdlezynnikow.



