Lista 14

Zadanie 1. Oblicz wartosci podanych wielomianéw w punktach w odpowiednich pierécieniach:
4322 -2 +1w2, wZn 20— +2-2wl, wiZs 3zt—3234+4r-5w2 wiZg

Zadanie 2. Podaj wszystkie nierozkladalne wielomiany stopnia 2 oraz 3 w Zg[z] oraz wszystkie nierozkla-
dalne wielomiany stopnia 2 nad Zs.

Zadanie 3 (* Nie liczy sie do podstawy). Celem tego zadania jest pokazanie, ze wielomiany nierozkladalne w
R[z] sa stopnia najwyzej 2. Mozesz korzystaé¢ z (nie tak prostego) twierdzenia, ze wielomiany nierozkltadalne
nad C[z] sa stopnia najwyzej 1. W tym zadaniu utozsamiamy wielomian z jego wartoSciowaniem a T bedzie
oznaczaé sprzezenie (w C) liczby zespolonej x.

Ustalmy wielomian f € Rx].

« Pokaz, ze dla liczby zespolonej ¢ zachodzi f(¢) = f(c).

o Wywnioskuj z tego, ze jesli ¢ € C jest miejscem zerowym wielomianu f, to jest nim tez €.

o Pokaz, ze wielomian (z — ¢)(z — ¢) ma wspolczynniki rzeczywiste.

o Wywnioskuj z tego, ze jesli f jest nierozkladalny (w R[z]), to jest stopnia najwyzej 2.
Zadanie 4. Pokaz, ze dla liczby pierwszej p istnieje wielomian nierozkladalny stopnia 2 w Z,|x].
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Zadanie 5. Udowodnij uogélnienie twierdzenia z wykladu: jesli f, g € F[z] maja oba stopiefi conajwyzej k,
k" wspllnych pierwiastkéw oraz k” takich samych wiodacych wspéteczynnikéw, przy czym k' + k" > k, to

f=g

Zadanie 6. Niech F bedzie cialem skoniczonym o n elementach. Pokaz, ze w F[x] prawdziwa jest zaleznosé:

:L‘"—:L‘:H(x—a)
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Zadanie 7. W ciele F rozwazmy kolejne sumy
L1+1L,14+141,... ,

gdzie 1 jest elementem neutralnym dodawania. Niech k bedzie najmniejsza taka liczba, ze 1 +14---4+1 = 0.
k razy
Pokaz, ze jedli takie skoriczone k istnieje, to jest liczba pierwsza. (Moze nie istnie¢, np. w liczbach wymier-
nych).
Takie k nazywamy charakterystykq ciata.

Zadanie 8. Dla podanych ponizej wielomianéw f,g € Zs[x| o wspdlczynnikach z Zs podziel (z reszta) f
przez g i wyraz nwd(f, g) w postaci af + bg, gdzie a, b réwniez sa wielomianami z tego pierScienia:

f=a*+33+22+3 g=a*+423+22>+2+3 .
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Zadanie 9. Operacje rézniczkowania wielomianéw nad cialem F definiujemy analogicznie, jak w przypadku
liczb rzeczywistych, tzn. (3 i aia:’)/ =" ia;z*"1, formalnie

(ap,a1,az,...,ay) — (a1,2az,3as, ... ,nay,0)

przy czym ,i” w ,ia;” rozumiemy tu jako element w I uzyskany poprzez i-krotne dodanie 1 (elementu

neutralnego mnozenia) w ciele F, tzn. i =1+ 1+ --- + 1.
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Udowodnij, ze w dowolnym pierscieniu wielomianéw F[z| o wspélczynnikach z ciala F rézniczkowanie
ma te same wlasnosci, co w przypadku wspotczynnikow rzeczywistych, tzn.:



. jest liniowe: (af + fg) = af’ + B¢ dla a, B €F, f,g € Flz];
« (f9)'=fg+fg dla f,g€F[z];
o (z—a)f =k(zx—a) L
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Zadanie 10. Udowodnij, ze dla wielomianu f € F[z] jedli liczba o € F jest pierwiastkiem k-krotnym tego
wielomianu, to

F@) = F(@) = F(@) =+ = FF(a) =0 .
Zadanie 11. Rozwazmy wielomiany o wspoétczynnikach z ciala F. Dla jakich a,b wielomian
X’ +aX?+b

ma pierwiastek podwdjny (dopuszczamy wigksze krotnosci), jesli

e F=RR?
o F =737
o F =757

Mozesz skorzystaé z Zadania 10, nawet jesli nie umiesz go udowodnié.
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