Algebra 2020/21 — Egzamin
Czas: 180 minut.
Liczba zadan: 9.

Kazde zadanie nalezy zlozy¢é w osobnym pliku w systmie SKOS. W przypadku zadan
rachunkowych rozwiazanie powinno zawiera¢ opis dokonywanych operacji oraz kroki posrednie obliczen;
zadanie nie spetniajgce tego warunku mogg nie byé sprawdzane. W przypadku dowodu rozwiazanie
powinno by¢ czytelng wypowiedzig, a nie jedynie zbiorem symbolicznych przeksztatcen.

Zadanie 1.
Pokaz, ze macierz jest odwracalna wtedy i tylko wtedy, gdy nie ma wartosci wtasnej 0.

Pokaz, ze dla macierzy odwracalnej A liczba \ jest wartoscia wlasng wtedy i tylko wtedy, gdy A~!
jest wartoécig wlasng macierzy A~! i ze maja one te same krotnoéci geometryczne.

Rozwigzanie
o Wiemy, ze \ jest wartoscig wlasna macierzy M <= det(M — A1d) =0
» macierz M jest odwracalna <= det(M) # 0

Podstawiajac A w pierwszym punkcie i negujac obie strony dostajemy

0 nie jest wartoscia wtasng M <= det M # 0 <= M jest odwracalna, co daje pierwszg czes¢ zadania.
Pokazemy, ze 1% jest wektorem wtasnym M dla wartosci wlasnej A # 0 wtedy i tylko wtedy, gdy

1% jest wektorem wlasnym dla warto$ci wlasnej A~! macierzy M~!. Ty samym przestrzenie wektoréw

wlasnych M dla A i M~ dla A\™! sg takie same. W szczegdlnosci maja ten sam wymiar, czyli maje A

dla M i A7! dla m~! majg te same krotnoéci geometryczne.

1% jest wektorem wlasnym dla wartosci wlasnej A (dla macierzy M)
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= (mnozemy obie strony przez A\~'m™!)
AW o= MY

To pokazuje, ze jesli 1% jest wektorem wtasnym dla wartosci wlasnej A dla macierzy M, to rowniez 1%
jest wektorem wlasnym dla wartoséci wlasnej A\=! dla macierzy M 1.

Analogicznie pokazujemy w druga strone, tj. jesli 1% jest wektorem wtasnym dla wartosci wlasnej
A~! dla macierzy M~! to 1% jest wektorem wtasnym dla wartosci wtasnej A dla macierzy M, co konczy
dowod.



Zadanie 2.
Dla grupy permutacji G < S, niech G, € G bedzie zbiorem wszystkich permutacji parzystych z G.
Pokaz, ze G, jest podgrupa G oraz ze G, ma albo |G| albo |G|/2 elementéw.

Rozwigzanie Sprawdamy warunki bycia podgrupa:
niepustos¢ Permutacja identycznosciowa jest parzysta;
zamkniecie na dziatanie Iloczyn dwoch permutacji parzystych jest permutacja parzysta

element odwrotny w grupie skonczonej element odwrotny do g jest dodatnig potega ¢, tak wiec ten
punkt wynika z poprzedniego.

Jesli G, = G to oczywiscie |G,| = |G|. Jedli nie, to niech g € G \ G,. Oczywiscie g jest permuta-
cja nieparzysta. Wtedy ¢gG,, zawiera same permutacje nieparzyste oraz |G,| = |¢G,| (bo sa to warstwy
tej samej grupy). Pokazemy, ze G = G, U gG,. Wezmy dowolne h € G. Jedli jest parzyste, to h € G,,.
Jesli jest nieparzyste, to g~'h jest parzyste i tym samym g~ 'h € G, i w takim razie h = gg~'h € gG,,
co konczy dowdd.



Zadanie 3.
Dla jakich warto$ci parametru A\ € Z, ponizsza macierz o elementach z ciata Z, jest odwracalna? Dla
jednej z takich wartosci A podaj macierz odwrotng do zadanej.
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Zadanie 4.
Uktadamy tancuszek zawierajacy 2p korali, gdzie p jest nieparzysta liczba pierwsza. Koraliki sg z jednej
strony biate, a z drugiej czarne. Lancuszek mozna obraca¢, oraz ,przektada¢ na druga strone”, przy
czym przetozenie na druga strone powoduje zmiane koralikéw biatych na czarne i odwrotnie, np. po
przetozeniu na druga strone tancuszek sktadajacy sie z jednego biatego i 2p — 1 czarnych korali bedzie
miat jeden koral czarny i 2p — 1 biatych. Lancuszki uznajemy za nierozréznialne, jezeli jeden mozna
uzyskaé z drugiego przez obracanie i/lub przektadanie na druga strone, i za rozréznialne w przeciwnym
przypadku.

Ile jest rozréznialnych tancuszkéw?

Przyktadowo, jest jeden rozréznialny tancuszek, ktéry ma wszystkie korale tego samego koloru oraz
jeden, ktory ma jeden koral jednego koloru oraz pozostate drugiego koloru.

Rozwigzanie Jesli ustawimy korale tancuszka we wierzchotkach 2p-kata foremnego, to grupe dziala-
jaca na zbiér tancuszkéw bedzie mozna utozsamic¢ z grupa izometrii tego wielokata, zawierajaca po 2p
obrotéw oraz odbié. Dzialanie tej grupy na tanicuszki jest klasyczne za wyjatkiem (niektérych) odbié, ze
wzgledu na ,,zmienianie sie¢ koloréw” korali.

Poniewaz oczywiscie chcemy policzy¢ orbity tego dziatania za pomoca lematu Burnside’a, sklasyfi-
kujmy elementy tej grupy pod wzgledem mocy zbioréw ich punktow statych.

o Identycznosé (obrét o 0 korali): wszystkie 2p korali dobieramy niezaleznie, | fix(e)| = 2%.

o Pozostate p — 1 obrotéw o parzysta liczbe korali: korale przechodza na siebie w ramach dwdéch

roztacznych zbioréw utozonych naprzemiennie na tancuszku, ktérych kolory dobieramy niezaleznie,
| fix(g)| = 2.

o Obroét o kat m, tj. p korali: korale przechodza na siebie w p parach potozonych po przeciwnych
stronach laricuszka; ich kolory dobieramy niezaleznie, | fix(g)| = 2°.

o Pozostate p—1 obrotéw o nieparzysta liczbe korali: wszystkie korale przechodzg na siebie nawzajem;
wybieramy tylko jeden kolor, |fix(g)| = 2.

o p odbi¢ wzgledem osi przechodzacych przez srodki przeciwlegltych bokéw: korale przechodzg na
siebie (zmieniajac kolor!) w p parach réwno odlegtych od bokéw, ktére przecina o$ symetrii; stany
tych par dobieramy niezaleznie, | fix(g)| = 2P.

e p odbi¢ wzgledem osi przechodzacych przez przeciwlegte wierzchotki: brak punktéw statych, po-
niewaz nie da sie ustali¢ koloru korali lezacych na osi symetrii; | fix(g)| = 0.

Zauwazmy, ze w stosunku do ,,typowego” dzialania grupy izometrii na tancuszek zwyczajnych, jednoko-
lorowych korali, opis zmienit si¢ tylko dla odbi¢, a wynik — tylko dla ostatniego typu odbic.

Zliczajac wktady poszczegdlnych typow elementow grupy do wzoru z lematu Burnside’a, otrzymujemy
wynik:
B 2% + (p—1)-22+2P+(p—1)-2+4+p-2+p-0

LS ix(g)] =

#orbit =




Czy ten wynik jest catkowity?

Tak. Licznik mozna przedstawié¢ jako (47 —4) + (2P — 2) + (2” + 6)p (gdzie dwa pierwsze nawiasy sa
podzielne przez p na mocy malego twierdzenia Fermata, a reszta jawnie) lub jako 27(2° +p+1)+6(p—1)
(gdzie sktadniki sa podzielne przez 4, poniewaz p jest odpowiednio nie mniejsze niz 2 oraz nieparzyste).

Troche bardziej systematycznie o klasyfikacji obrotow

Dla tancuszka o k koralach przyjmujacych jeden z ¢ kolorow obrét g rzedu r przeprowadza na siebie
nawzajem zbiory korali mocy r (ktére dla elementéw fix(g) musza by¢ jednego koloru) rozmieszczonych
co k/r. Takich zbioréw jest wicc k/r i |fix(g)| = ¢*/".

Konieczne jest okreslenie liczby obrotéw o danym rzedzie r|k: sa to obroty o n korali, gdzie 0 < n < k
oraz nwd(n, k) = k/r (bo jest to ,odlegto$é” miedzy najblizszymi réznymi koralami przeprowadzanymi
na siebie nawzajem). Réwnowaznie, dla n’ = nr/k (to jest liczba catkowita, bo k/r jest dzielnikiem n)
mamy 0 < n’ < r oraz nwd(n/,r) = 1. Takich n' jest wiec z definicji (r).

W naszym przykladzie mamy k = 2p (oraz ¢ = 2) i nastepujace mozliwosci:

o 7=1:p(1) =1 obrét trywialny, |fix(e)| = 2%/,
o 7 =2:(2) =1 obrét o kat 7, |fix(g)| = 227/2;
e 7 =p: ¢(p) =p— 1 obrotéw o parzyécie wiele korali, | fix(g)| = 22°/7;

o 7 =2p: 0(2p) = ©(2)p(p) = p — 1 obrotéw o nieparzyscie wiele korali, | fix(g)| = 227/%.



Zadanie 5.
Najmniejsza wspdlna wielokrotnosé dwoch wielomianéw f, g € Flz| o wspdtezynnikach z ciala F to taki
wielomian h € F|x], ze

« flhiglh
« dla dowolnego wielomianu b’ € Flz] jesli f|h' i g|h’ to h|h'.

Pokaz, ze dla f,g € Flz| ich najmniejsza wspdlna wielokrotnosé istnieje i przedstaw, jak ja mozna
wydajnie policzy¢.

Rozwigzanie Pokazmy najpierw pomocniczy fakt: jesli py, ..., pr sa wielomianami nierozktadalnymi,
takimi ze nwd(p;, p;) = 1 dla i # j to dla ciagéw liczb naturalnych ay, ..., a4 oraz fi, ..., B zachodzi

k k
prﬂ Hpii > Vio; < 5
=1

i=1

Fakt ten zapewne bym pokazywany na ¢wiczeniach przy oakzji listy 14.
& Taz jest oczywista, gdyz

k k k
e =T11p" - Tp ™
i=1 =1 i=1

i z warunku V,3; > a; dostajemy, ze [["_, p" ™ jest wielomianem, czyli [T*_, p&| 1%, pi".

& Skoro [TF_, p| T, p;-B ‘. to dla kazdego i mamy, ze p;" H;?:l pfj. Przedstawmy wielomian Hé‘?:l pfj
jako iloczyn B = Zf’:l B; wielomianéw nierozktadalnych p; - p1---po - - - pr. Wtedy z Zadania z listy 14
istnieja liczby 71, ...,7s, takie ze p;” dzieli j-ty element powyzszego ciggu oraz suma wszystkich 7; to
a;. Ale dla wyrazéw odpowiadajacych p; odpowiadajace v; to najwyzej 1, zas dla pozostatych: 0 (bo
pi fp; dla i # j). Czyli otrzymujemy, ze a; < j;, co nalezalo pokazac.

Przejdzmy do wtasciwej tresci zadania. Bez zmniejszenia ogélnosci mozemy zatozy¢, ze wielomiany
f, g maja wiodacy wspotczynnik 1: przemnozenie przez stala nie wptywa na podzielnosé. Wielomiany te
mozna przedstawi¢ (twierdzenie z listy ¢wiczeniowej) jako iloczyny poteg wielomianéw nierozktadalnych,
gdzie nwd(p;, p;) = 1 dla ¢ # j: niech

k
=1l
=1

k .
g = Hpil
i=1

gdzie «y, ..., a oraz (i, ..., Bk sa liczbami naturalnymi (moze by¢, ze ktoras potega to 0, uzupelniamy
listy wielomianéw nierozktadalnych dla f, g do jednej wspélnej). Rozpatrzmy wielomian

k
h = Hp?ax(ai75i)
=1

Z pokazanego faktu dostajemy od razu, ze f|h oraz g|h. Niech wielomian &’ (0 wiodacym wspo6tczynniku)
bedzie taki, ze f|h', g|h’, przedstawmy go jako iloczyn poteg wielomianéw nierozktadalnych (o wiodacych
wspétezynnikach 1), uwzglednijmy w tym iloczynie wszystkie wielomiany py, ..., px, z potegami 0, jesli
nie bylo ich w rozktadzie h'. Wtedy

k:/
h' = H P’
i=1



Z pokazanego faktu, skoro f|h' oraz g|h' to dla i = 1,...,k mamy oy, 3; < ;. Ale w takim razie
(ponownie z pokazanego faktu), réwniez h|h', co nalezato pokazaé.
Co do obliczen, analogicznie (symetrycznie) pokazujemy, ze

an f g H mln(oz.“ﬁZ

i tym samym (korzystajac z réwnosci a + b = min(a, b) + max(a, b)) dostajemy, ze

B - HWd(f g H max (ai,B:)+min(ay,B;) Hpa i+05; _

=1

i1 w takim razie

__f9
nwd(f, )
i mozemy wyliczy¢ h w nastepujacy sposéb: wyliczy¢ nwd(f, g), wyliczyé¢ f/gcd(f, g) i pomnozy¢ przez
qg.



Zadanie 6. . .
Dane sa dwa ukltady wektoréw w przestrzeni R® (nad ciatem R): S = {[3 -1 11 5} , {0 5 —2 4 —1} }

T
i T = {[1 -5 3 =3 3] ,[-1 -3 3 -2 O}T}. Tle wynosza wymiary LIN(S U T) oraz LIN(S) N
LIN(T')? Podaj dowolna baze LIN(S U T).

Zadanie 7.

Dane jest ciato skoniczone F o n elementach. Pokaz, ze dla 0 < d < n — 1 zachodzi
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Rozwigzanie Grupa multiplikatywna ciata skoniczonego jest cykliczna, wiec dla jej ustalonego gene-
ratora g mamy
n—1
Zad:0d+ 3 adzzgzd'
acF aelF* =1
Jest to suma szeregu geometrycznego (o ilorazie g¢ # 1 ze wzgledu na warunek na d) réwna g¢(1 —
g1 — g9, co z kolei réwne jest 0, gdyz (g" )% =19 = 1.
Jedli uzycie pojecia szeregu geometrycznego w abstrakcyjnym ciele budzi niepokéj (i nie pamietamy
wyprowadzenia zwartego wzoru na sume na tyle dobrze, by wiedzie¢, ze mozna je przeprowadzié¢ rowniez
tu), mozemy zamiast tego (wladciwie powtarzajac to wyprowadzenie) przemnozy¢ te sume przez 1 — g

i otrzymac
n—1 n

Z gz‘d _ Zgz‘d — gd . gnd — gd(l . (gn—l)d) = 0.
i=1 1=2

Poniewaz 1 — g¢ # 0, mozemy z powrotem podzieli¢ strony otrzymanej réwnoéci przez jego odwrotnoéé
i po raz kolejny stwierdzi¢, ze nasza suma jest réwna 0.



Zadanie 8.

Ile rozwigzan ma ponizszy uktad réwnan nad Z,3 w zaleznosci od parametru A € Zq3?7

x + ¥y + Az = A
B=XNz + 2y + (14+XN)z =1
S5x + 3y + 2z = 2
Zadanie 9.
Rozwazmy macierz
1 5 -2 1
- -2 2 2
611 2 5

oraz indukowane przeksztatcenie liniowe P.
1. Pokaz, ze P jest rzutem.
2. Oblicz baze ker P.
3. Pokaz, ze P jest rzutem prostopadtym.
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