Algebra 2020/21 — Egzamin poprawkowy
Czas: 180 minut.
Liczba zadan: 9.

Kazde zadanie nalezy oddaé¢ w osobnym pliku. W przypadku zadan rachunkowych rozwiaza-
nie powinno zawiera¢ opis dokonywanych operacji oraz kroki posrednie obliczen; zadanie nie spelniajgce
tego warunku mogq nie bycé sprawdzane. W przypadku dowodu rozwigzanie powinno by¢ czytelng wy-
powiedzia, a nie jedynie zbiorem symbolicznych przeksztatcen.

Zadanie 1.

Dane sa dwa uktady wektoréw S, T w przestrzeni R® (nad ciatem R):
S={[-1,4,-2,-3,-1]",[3,3,1,-4,3]"}
T=1{[1,-1,-1,0,1]",[3,0,4,—1,3]"} .

Ile wynosza wymiary LIN(S UT') oraz LIN(S) N LIN(T")? Podaj dowolna baz¢ LIN(S U T).

Zadanie 2.

Rozpatrzmy nastepujacy uktad réwnan o wspotezynnikach z ciata Z,7. Ile ma on rozwiazan w zaleznosci
od parametru A\ € Zq;7?

o

>\]J — z =
2x + v =
Ad=XNz + 2y + Az = 2

>

Zadanie 3.
Znajdz wartosci wlasne ponizszej macierzy (o elementach z ciata R), ich krotnosci algebraiczne i geo-
metryczne.

0 0 1
-1 1 1
3 -4 =2

Zadanie 4.
Dla wektora o wspétrzednych rzeczywistych niech > V oznacza sume jego wspolrzednych.

Niech A bedzie macierzg kwadratowa o elementach bedacych nieujemnymi liczbami rzeczywistymi.
Pokaz, ze A jest kolumnowo stochastyczna wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdego wektora V' (odpowied-

niego wymiaru) zachodzi
SV -y

Zadanie 5.
Pokaz, ze macierz rzutu prostopadtego (dla standardowego iloczynu skalarnego) na przestrzen W < R”
(nad ciatem R) jest macierza symetryczna.

Wskazéwka: Przypomnij sobie, ze dla macierzy kwadratowej M i wektoréw U ,‘7 odpowiedniego
wymiaru zachodzi U - (M ‘7) = (M T ) - V. Jak mozna scharakteryzowa¢ macierz symetryczna przy
uzyciu iloczynu skalarnego? Uzyj odpowiedniej bazy ortonormalnej.

Zadanie 6.
Niech a > 1 bedzie dowolng liczba naturalna, za$ ¢ oznacza funkcje Eulera. Wyraz (a®) przy uzyciu

p(a).



Zadanie 7.
Rozpatrzmy uogdlniong plansze do gry w koétko i krzyzyk na planszy 5 x 5, tj. na kazdym polu planszy
5 X 5 moze znajdowac si¢ kotko, krzyzyk lub pole moze by¢ puste.

Dwie plansze do gry uznajemy za réwnowazne, jesli jedna mozna uzyska¢ poprzez wykonanie pewnej
liczby operacji: obracanie, odbicie (symetri¢), zamiane miejscami symboli graczy (tj. wszystkie kotka
wymieniamy na krzyzyki a wszystkie krzyzyki na kétka). Formalnie, dziatamy grupa Dy x Z,, gdzie
D, jest grupa obrotéw i symetrii kwadratu; dla danej planszy zastosowanie na niej elementu (g,0)
powoduje obrét lub symetrie g za$ element (e, 1) powoduje wymiane wszystkich kétek na krzyzyki i
wszystkich krzyzykow na kotka; zastosowanie elementu (g, 1) uzyskujemy poprzez wykonanie najpierw
(9,0) a potem (e, 1) (réwnowaznie: najpierw (e, 1) a potem (g,0)). (Nie musisz pokazywaé, ze to jest
poprawnie okre$lone dzialanie).

Ile jest nieréwnowaznych uogélnionych plansz do gry w koétko i krzyzyk?

Zadanie 8.

Podziel z reszta ponizsze wielomiany f,g € Zs[z] o wspélezynnikach z Z3. Oblicz tez ich najwiekszy
wspélny dzielnik i przedstaw go w postaci af + bg dla odpowiednich wielomianéw a, b € Zs|x] o wspol-
czynnikach z Zs.

f=ab+22' + 2+ 2+ 241
=2°+20' +o+2 .

Zadanie 9.
Niech F bedzie ciatem o charakterystyce skonczonej p a f € F|x] wielomianem o wspdlczynnikach z F.
Niech f ma wspdtezynniki (fy,..., f.) oraz niech a bedzie pierwiastkiem f. Zdefiniujmy f’ o wspo6t-
czynnikach (f§,..., fP). Pokaz, ze a? jest pierwiastkiem f’.

Wskazowka: co wiesz o przeksztalceniu ¢ : F — F zadanym jako ¢(a) = a??



