Algebra 2021/22 — Egzamin poléwkowy
Czas: 150 minut.
Kazde zadanie nalezy oddaé¢ na osobnej, podpisanej nrem indeksu kartce. W przypadku zadan
rachunkowych rozwigzanie powinno zawiera¢ zwiezty opis dokonywanych operacji oraz kroki po$rednie obliczen;

zadanie nie spelniajgce tego warunku mogq nie byé sprawdzane. W przypadku dowodu rozwigzanie powinno by¢
czytelng wypowiedzia, a nie jedynie zbiorem symbolicznych przeksztatcen.

Zadanie 1.

[2 punkty] Podaje definicje macierzy podobnych.

[2 punkty] Niech A ~ B beda macierzami podobnymi. Co umiesz powiedzie¢ o wyznacznikach det(A), det(B)?
Co umiesz powiedzie¢ o wartoéciach wlasnych A oraz B oraz ich krotnosciach?

[6 punktéw] Sladem macierzy kwadratowej nazywamy sume elementéw na jej przekatnej, tj.

n
tr ((aij)i—l,...m,) = Zaii .
7j=1,...,n

Pokaz, ze:

o tr(A) = tr(AT);

o tr(AB) = tr(BA);

e dla macierzy podobnych A ~ B zachodzi tr(A) = tr(B).
Zadanie 2.
[2 punkty] Podaj definicje obrazu i jadra przeksztalcenia liniowego.
[2 punkty] Co umiesz powiedzie¢ o wymiarach jadra i obrazu przeksztalcenia liniowego (jaka zaleznos¢ spetniaja)?

[6 punktéw| Dla ponizszej macierzy M podaj bazy: jadra i obrazu przeksztalcenia liniowego Ly, zadanego jako
Ly(V)y=MV.

21 4 0 0
20 1 -1 -2
M= 30 -3 1 -1
5 1 1 1 -1

Zadanie 3.

[2 punkty] Podaj wzory Cramera, kiedy mozna ich uzy¢?

[2 punkty] Jak mozna scharakteryzowaé (w terminach przestrzeni liniowych) zbiér wszystkich rozwiazan uktadu
réwnan:

AX =B
[6 punktéw] Podaj liczbe rozwiazan ukladu réwnan nad Zs; w zaleznosci od wartodci parametru A € Zs;.
T + Ay 4+ z = -1
A\ + y + Az = N
1+Nz + 1-Ny + =z = 1

Zadanie 4.

[2 punkty] Podaj definicje macierzy odwracalne;j.

[2 punkty] Podaj jawny wzér na macierz odwrotna uzywajacy wyznacznikéw minoréw.
[6 punktéw]| Podaj macierz odwrotna do macierzy:

10 -2 0 3
02 0 3 O
00 -1 0 -2
01 0 2 O
00 0 0 1

Zadanie 5.

[2 punkty] Podaj definicje wielomianu charakterystycznego macierzy oraz wielomianu charakterystycznego prze-
ksztalcenia liniowego.

[2 punkty] Co umiesz powiedzieé o wartodciach wlasnych macierzy symetrycznej liczb rzeczywistych?

[6 punktéw] Macierz jest antysymetryczna, jesli AT = —A. Pokaz, ze jedli \ jest wartoscig wlasna macierzy
antysymetrycznej A, to —\ tez jest wartodcia wlasng A.



