Lista 14

Zadanie 1. Niech F bedzie cialem skoriczonym o n elementach. Pokaz, ze w F[z] prawdziwa jest zaleznosc:
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Zadanie 2. Pokaz, ze dla liczby pierwszej p istnieje wielomian nierozktadalny stopnia 2 w Zp[z].
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Zadanie 3. Operacje rézniczkowania wielomianéw nad ciatem F definiujemy analogicznie, jak w przypadku
liczb rzeczywistych, tzn. (3 aixi)/ =" ia;z*"1, formalnie

(ag,a1,az,...,ay) — (a1,2as2,3as,...,nay,0)

7 o 2

przy czym .i” w ia;” rozumiemy tu jako element w F uzyskany poprzez i-krotne dodanie 1 (elementu
neutralnego mnozenia) w ciele F, tzn. i =1+ 14 --- + 1.
—_———
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Udowodnij, ze w dowolnym pierScieniu wielomianéw F[z| o wspoélezynnikach z ciala F rézniczkowanie
ma te same wlasnosci, co w przypadku wspdétczynnikéw rzeczywistych, tzn.:

o jest liniowe: (af + Bg) = af' + B¢’ dla o, 8 € F, f,g € Flz];

(f9)'=fg+ fg dla f,g € Flzl;
o (- a)f = kiz — a)tL;
« (feg) =(fe9)-d.

W zaleznosci od metody, dwa ostatnie punkty byé¢ moze wolisz pokaza¢ w odwrotnej kolejnosci.
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Zadanie 4. Udowodnij, ze dla wielomianu f € F[z] jesli liczba « € F jest pierwiastkiem k-krotnym tego
wielomianu, to

fla)=f(a)=f"(a) == fED(a) =0 .

Zadanie 5. Rozwazmy wielomiany o wspotczynnikach z ciala F. Dla jakich a,b wielomian
X% +aX?+b

ma pierwiastek podwdjny (dopuszczamy wieksze krotnosci), jesli

« F=R?
o =757
o F=75?

Mozesz skorzystaé¢ z Zadania 4, nawet jesli nie umiesz go udowodnic.
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Zadanie 6. ZnajdZ wielomiany najnizszego mozliwego stopnia, spelniajace warunki

o f(=1)=-12, f(0) = =7, f(1) = =6 (w R);

+ 9(0)=3,9(1) =4,9(4) =3 (w Zs);

« 7(0) =1, h(1) =2, g(h) =0 (W Zs);
e i(1)=3,i(2) =6, i(4) =2 (W Zr);

. j(1)=3,7(2) =10, j(3) = 23 (w R).



Zadanie 7 (* nie liczy sie do podstawy). Udowodnij, ze nie istnieja kody korygujace bledy, ktére poprawiaja
wiecej btedow, niz kody Reeda-Salomona.
W tym celu pokaz, ze jesli w F", ktore traktujemy jako n-elementowe wektory elementéw z F, mamy
wybrane |F|¥ wektoréw, to ktére$ dwa z nich réznia si¢ na najwyzej n — k + 1 pozycjach.
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Zadanie 8. Opisz konstrukeje ciata Fg o oSmiu elementach. Wskaz generator grupy multiplikatywnej F§ (np.
zgadujac go i sprawdzajac, ze rzeczywiscie jest generatorem).

Zadanie 9. W ciele F rozwazmy kolejne sumy
L1411 414+1,... ,

gdzie 1 jest elementem neutralnym dodawania. Niech k bedzie najmniejsza taka liczba, ze 1 +1+---+1 = 0.
—_———
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Pokaz, ze jesli takie skoriczone k istnieje, to jest liczba pierwsza. (Moze nie istnie¢, np. w liczbach wymier-
nych).

Zadanie 10. Znajdz wszystkie wielomiany nierozkladalne stopnia 2 w Zs[z]. Dla kazdego z nich opisz
konstrukcje ciala o dziewieciu elementach. Wskaz izomorfizmy miedzy tymi ciatami.

Zadanie 11. Pokaz, ze podgrupa H < G grupy cyklicznej G jest cykliczna.
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