Algebra 2021/22 — Egzamin konicowy

Czas: 150 minut.

Kazde zadanie nalezy oddaé¢ na osobnej, podpisanej nrem indeksu kartce. W przypadku zadan rachun-
kowych rozwiazanie powinno zawiera¢ zwiezty opis dokonywanych operacji oraz kroki posrednie obliczen; zadanie
nie spelniajgce tego warunku mogqg nie byé sprawdzane. W przypadku dowodu rozwiazanie powinno by¢ czytelng
wypowiedzia, a nie jedynie zbiorem symbolicznych przeksztatcen.

Osoby zaliczajace réznice programowe rozwiazuja zadania 2-5, czas: 120 minut

Zadanie 1.

[2 punkty] Podaj definicje standardowego iloczynu skalarnego.

Podaj warunki, ktére musi spelnia¢ funkcja, aby byta (ogdinym) iloczynem skalarnym (nad R).

[2 punkty] Dana jest baza ortonormalna B = (¥, ...,,) przestrzeni V (dla pewnego ustalonego iloczynu skalarnego)
oraz wektory v, 0" € V. Jak wygladaja wspolezynniki wyrazania ¢ w bazie B, tj. (0)p? Jak wyraza sie iloczyn skalarny
U170 poprzez (¥)p i (0')g?

[6 punktéw] Dokonaj ortonormalizacji ponizszego ukladu wektoréw i uzupetnij go do bazy ortonormalnej przestrzeni
R* (dla standardowego iloczynu skalarnego). Staraj si¢ nie zmienia¢ kolejnogci wektoréw. Dla potrzeb rachunkéw
moze by¢ prosciej reprezentowaé wektory w postaci a, gdzie « jest liczba rzeczywistg, zas v ma ,tadne” wspolrzedne
(np. calkowite).

(1,1,1,1)7,(2,4,2,4)7,(3,1,5,1)" .

Zadanie 2.

[2 punkty] Co to jest rzad elementu grupy? Dla grupy permutacji, co to jest parzystosé¢ permutacji?
[2 punkty] Co méwi tw. Cayley’a o reprezentowaniu grup skonczonych?

[6 punktéw] Rozpatrzmy permutacje

(1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18
S \7 5 6 11 9 12 1 17 14 13 4 10 16 18 8 3 15 2

oraz permutacje 7 = o'!. Rozléz permutacje 7 na cykle, podaj jej rzad, czy 7T jest permutacjg parzysta? Podaj
permutacje odwrotna 77!, jej rzad i rozklad na cykle 771; czy 77! jest permutacja parzysta?

Zadanie 3.

[2 punkty] Jak zdefiniowane jest Z}? Ile ma elementéw?

[2 punkty] Podaj Chinskie twierdzenie o resztach.

[6 punktéw]| Pokaz, ze dla liczb naturalnych m,n,r, k jesli k|m, k|n, k|r to
n m T

nmodm=r < — mod— = —

k ko k-
Wywnioskuj z tego uogélnienie (wariantu) Chinskiego twierdzenia o resztach: dla dwéch liczb (niekoniecznie wzglednie
pierwszych) my,mgy i reszt z dzielenia r1,r2 (odpowiednio przez m, mg) istnieje liczba n spelniajaca
nmodmi =7
n modmg = ry

wtedy i tylko wtedy, gdy
nwd(my, me) | (r1 —r2) .

Zadanie 4.
[2 punkty] Dla dziatania grupy na zbiorze, podaj definicje orbity i stabilizatora.
[2 punkty] Co umiesz powiedzie¢ o réznych orbitach? Jaka zalezno$é spelniaja orbita i stabilizator ustalonego elementu?
[6 punktéw]| Niech D oznacza grupe obrotéw i symetrii dziesieciokata foremnego, zas Zy: zbiér {0, 1} z dodawaniem
modulo 2.
Rozpatrzmy zbior dziesieciokatow foremnych, ktorych kazdy wierzcholek jest pomalowany na bialo lub czarno i

dziatanie grupy Zs x D1g na tym zbiorze:

e (0,9) wykonuje obrét/symetrie g w naturalny sposéb;

e (1,e) zamienia kolory, tj. kazdy wierzcholek bialy staje sie czarny a kazdy czarny: bialy;

e (1,9) wykonuje (0,9) i (1,e) w dowolnej kolejnosci (nie musisz pokazywaé, ze kolejnosé nie ma znaczenia).
Ile orbit ma to dziatanie? Nie musisz pokazywaé, ze dzialanie jest dobrze zdefiniowane.

verte —



Zadanie 5.

[2 punkty] Co to znaczy, ze rozszerzenie F(a) ciala F jest algebraiczne a co, ze przestepne?
[2 punkty] Dla dwéch cial skoriczonych F < ', co umiesz powiedzieé¢ o przeksztalceniu

o:F > F, o) =d".
[6 punktéw] Rozwazmy niezerowy element a z ciala F oraz sumy
a,a+a,a+a+a,...
Pokaz, ze
e zadna z powyzszych sum nie jest réwna 0 (w ciele F) wtedy i tylko wtedy, gdy F ma charakterystyke +o00;
e jesli m jest najmniejsz liczbg taka, ze a +a+--- +a =0 (w ciele IF), to m jest charakterystyka ciata.
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