Teoria informacji i kodowania: Lista 1

Zadanie 1. Udowodnij nieréwnos¢ Jensena: jesli f jest wypukte, a X jest zmienng losowa o skonczo-
nym zbiorze wartosci, to

E[f(z)] = fE[X]) .

Pokaz, ze jesli f jest écisle wypukle, to réwnoséé zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy X jest funkcja
stala.

Zadanie 2. Udowodnij nieréwnosé sum logarytmicznych: dla aq,...,a,,b1,...,b, >0

a; Zj aj
log — > i log =—
Zal gbi—zal ngbj
Pokaz, ze réwnoé¢ zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy 3* ma t¢ sama wartoé¢ dla wszystkich .

Zadanie 3. Udowodnij nieréwnosé Gibbsa:
Niech p1, ..., pn bedzie rozkladem prawdopodobienstwa i qi,..., gy, > 0 spelnia >, ¢; < 1. Wtedy

— pilogp; < =Y pilogg;.
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Zadanie 4. Udowodnij ogdlne wlasnosci entropii (mozesz wykorzystaé¢ wszystkie nieréwnosci podane
powyzej, nawet jesli nie potrafisz ich udowodnié):

0 < H[X] <log|U]| gdzie X : Q = U
0 < HX|Y] < H[X]
X,Y sa niezalezne = H[Y|X| = H[Y]
X,Y sa niezalezne — H[Y, X| = H[X|+ H[Y]
HIX|Y] < HIX,Y] < H[X] + H[Y]
0<I(X;Y)<min(H[X], H[Y])
1(X;Y) = H[X] + H[Y] - H[X,Y]

Zadanie 5. Pokaz, ze dla dowolnych zmiennych losowych X, Y mamy:
HY|X]=0 < Y = f(X)
Wykorzystaj to do stwierdzenia, ze dla dowolnej funkcji f mamy.
HIf(X)] < H[X] .

Zadanie 6. Udowodnij ogdlna regule tancuchows: dla zmiennych losowych Xi,..., X,,:

n
H[X1,.... X, =Y HIXi|X1,...,Xi] .
=1

Zadanie 7. Zalézmy, ze mamy n kul, z ktérych jedna jest falszywa i ma inng wage. W jednym
poréwnaniu mozemy poréwnaé¢ dwa zbiory kulek, a odpowiedZ brzmi ,réwne”/, nieréwne”.

Uzyj entropii i entropii warunkowej, aby podaé ograniczenie dolne na liczbe poréwnan. Rozwazmy
zmienng B, ktora zwraca numer falszywej kulki oraz zmienne losowe, ktore reprezentuja kolejne po-
rownania. Uwaga, drugie porownanie moze zaleze¢ od pierwszego, wiec nie powinienes bezposrednio
uzywac jego entropii. Jednakze, gdy pierwsze poréwnanie jest znane, drugie ma tylko dwa mozliwe
wyniki. Mozesz uzy¢ Zadania 6 nawet jesli nie mozesz go pokazac.

Podobne podejscie zastosuj w przypadku, gdy istnieja trzy mozliwe odpowiedzi (lzejsza, réwna,
cigzsza) i chcemy réwniez wiedzieé, czy falszywa kulka jest lzejsza czy cigzsza.



Zadanie 8 (Wtasciwo$¢ grupowania). Niech py, ..., p, bedzie rozkladem prawdopodobienstwa. Zdefi-
niujmy h(pi,...,pn) = — Doy pilogpi, czyli tak jak entropie dla zmiennej losowej, ale dla rozktadu
prawdopodobienstwa.

Wykaz, ze:

pP1 P2
h(p1,...,pn) = h(p1 +p2,p3,...,0n) + + h( , )
(P, Pp) = h(p1 + P2, p3, .-, Pn) + (P1 + p2) PSR b——
Zadanie 9 (Entropia sumy). Niech X,Y beda zmiennymi losowymi (o skoriczonym zbiorze wartosci)
iZ=X+4Y. Wykaza¢, ze H[Z|X| = H[Y|X] oraz ze gdy X, Y sa niezalezne, to H(Y) < H[Z] i
H[X] < H[Z]. Okresl warunki, dla ktérych zachodzi H[Z] = H[X|+ H[Y].



