Teoria informacji i kodowania: Lista 4

Zadanie 1. Niech X — zmienna losowa, za$ X1,..., X, ,...: i.i.d. ~ X. Znajdz granice {¢/p(Xy,...,X
Granice w jakims sensie, ale w jakim$ mocniejszym niz zbieganie wartosci oczekiwanej.

Zadanie 2 (Monotoniczno$¢ entropii). Niech X = {X;};1°7 bedzie procesem stacjonarnym. Pokaz, ze

H(X1,...,Xp) < H(Xqy,...,X,1)
n - n—1

H(Xy, ..., Xn) > H(Xn| Xn-1,...,X1).
n

Zadanie 3. Niech X = {X;}7>°_ bedzie procesem stacjonarnym. Pokaz, ze:

1=—00
H(Xo|X_1,...,Xn) = H(Xo[X1,...,X5) .
Intuicja: przesztosé zawiera tyle samo informacji o terazniejszosci co przysztosé.

Zadanie 4. Niech X = {X;};2>°_ bedzie procesem stacjonarnym (niekoniecznie taticuch Markowa).
Ktére z ponizszych stwierdzen sg prawdziwe: Udowodnij lub podaj kontrprzyktad:

o H(X,|Xo)=H(X_n|Xo).
H(X,|Xo) > H(X,-1|Xo)-
H(X,|X1,...,Xn-1,X,11) jest nierosnace z n.
H(X,|X1,...,Xn-1, X041, .., X2,) jest nierosnace z n.

Zadanie 5 (Tasowanie zwieksza entropie). Niech T' bedzie zmienna losowa oznaczajaca tasowanie kart
(czyli permutacje) o dowolnym rozkladzie, zas X zmienng losowa rozkladu kart; zaktadamy, ze T, X
sg niezalezne. Uzasadnij nastepujacy ciag réwnosci i nieréwnoéci.

H(TX)> H(TX|T)
(T7'TX|T)
(
(

H
H(X|T)
H(X)
Zadanie 6 (Macierze podwdjnie stochastyczne *). Macierz kwadratowa P = (F; ;) wymiaru n x n jest
podwoéjnie stochastyczna, jezeli P;; > 0 oraz dla kazdego i zachodzi ), P;; = 1 i dla kazdego j
zachodzi }>; P j = 1, tj. suma w kazdym wierszu i kolumnie wynosi 1. dla kazdych i,j. Macierze
jsest macierza permutacji, jesli jest podwdjnie stochastyczna i ma tylko elementy 0 — 1.

Pokaz, ze kazda macierz podwdjnie stochastyczna jest kombinacja wypukta macierzy permutacji,

tj. jest postaci
> s
ag

gdzie ay, € [0, 1], >, o, = 1 i macierze S, sa macierzami permutacji.

.

Zadanie 7. Niech P bedzie macierza podwéjnie stochastyczna. a 5= (p1,...,pn)’ bedzie rozkladem
prawdopodobienstwa. Pokaz, ze

Pp
tez jest rozkladem prawdopodobienstwa oraz ze

h(Pp) = h(p)

Tutaj h((z1,...,2,)7) == h(x1, ..., T0).

Pokaz, ze rozklad jednostajny jest rozkladem stacjonarnym dla podwdjnie stochastycznej macierzy
P.

Udowodnij, ze jesli rozklad jednostajny jest rozkladem stacjonarnym dla macierzy przejscia P
(czyli P; ; to prawdopodobienstwo przejicia z j do i), to P jest podwdjnie stochastyczna.



Zadanie 8. Niech ay,...,ay, ... bedzie nieskoficzonym ciagiem, a = lim,,_,« a,. Pokaz, ze

Zadanie 9. Pokaz, ze jesli X = Xq,...,X,,... jest lancuch Markowa, to

IP)[XZ :xil,Xi :$i2,...,Xi :.Tik‘Xn:l‘n,Xj :le,...,XjZ:l‘ig]:

= ]P)[XZ = a:il,XiQ = .CC,‘Q,...,XZ‘

k
= Tig | Xn = 0]
dla dowolnych indekséw i1,...,1 > n > ji,...,je

Zadanie 10. Niech X; — X9 — X3 — X, beda tancuchem Markowa. Pokaz, ze

I(Xl; Xg) + I(Xg; X4) S I(Xl;X4) + I(XQ; Xg).



