Teoria informacji i kodowania: Lista 5

Zadanie 1. Policz entropie ruchéw bladzenia losowego poszczegdlnych figur (nie pionkéw) szachowych.
Dokladniej w procesie X = {X;}?2, zmienne Xi,..., X, ..., reprezentuja potozenie figury. W kazdym
momencie czasu wybieramy kolejne pole jednostajnie wéréd mozliwych ruchéw (nie stoimy w miejscu).
Zaléz, ze tancuch Markowa jest stacjonarny (czyli rozklad poczatkowy jest réowny rozkladowi
stacjonarnemu).
Jesli pojawia sie problemy, to nie licz dla skoczka (jego graf ruchéw jest dwudzielny).

Zadanie 2. Niech X = {X;}5°, bedzie stacjonarnym laiicuchem Markowa, za$ )} = {Y;}32, bedzie
zadany jako
Yi f(Xi)

dla pewnej funkcji f (ustalonej dla calego )).
Pokaz, ze
H(Y, Y1, Y, Xi) = HY,|Yo-1, -, Vi, X, ..., X7) -

Zadanie 3. Na wykladzie pokazaliSmy, ze jesli X = {X;}?°, jest stacjonarnym lancuchem Markowa,
zas Y = {Y;}32, jest zadany jako Y; = f(X;) to

H[Y,|Y,-1,...,Y1] jest ciagiem malejacym
H[Y,|Y,-1,...,Y1, Xq] jest ciagiem rosngcym
HY,|Y,—1,....Y1| = H[Y,|Yn-1,..., Y1, X4] — 0

Pokaz analogiczne fakty, jesli zalozymy jedynie, ze Y; jest warunkowo (przy X;) niezalezne od X;_1, ..., X1,
tj. dla kazdego ¢ i kazdych y;, x;, ..., x1 zachodzi

PY; =yl Xi = 25, Xic1 = xi—1, ..., X1 = 21] = PY; = | Xi = 2]

(lub innymi stowy: Xi,...,X,,Y, jest laiicuchem Markowa).
Nie musisz pokazywaé¢ odpowiednika Zadania 2, mozesz zalozy¢, ze zostal pokazany.

Zadanie 4. Rozwazmy stacjonarny proces stochastyczny X = {X;}5°, oraz Y = {Y;}32, zdefiniowany
jako Y; = f(X;) dla pewnej funkcji f. Pokaz, ze

HIY] < H[X] .
Niech Z = {Z;}32, bedzie zdefiniowany jako
Zi = g(Xi, Xit1)

dla pewnej funkcji g.
Co umiesz powiedzie¢ o zwiazku miedzy H[Z] i H[X]?

Zadanie 5. Pokaz, ze
I(X;Y) = D(p(z,y)|lp(x)p(y)) -

Zadanie 6. Pokaz, ze warunkowa Dywergencja Kullbacka-Leiblera jest nieujemna. Kiedy wynosi 07
Zadanie 7. Niech X = {X;}1% bedzie stacjonarnym laficuchem Markowa. Pokaz, ze:
H(X,|Xo) > H(Xp—1|Xo).

Intuicja: jesli X' jest stacjonarny, to H[X,] jest stale, ale zalezno$¢ od X spada.
Mozna bezposrednio, ale mozna tez z nieréwnosci przetwarzania danych dla X; — X,,—1 — X,.

Zadanie 8. Niech X = {X;} bedzie laficuchem Markowa. Pokaz, ze:

H(Xo|Xn) > H(Xo|Xn_1).



Zadanie 9. Niech X = {X;}?°, beda niezaleznymi zmiennymi losowymi o wartosciach w zbiorze
U=/{1,2,...,m}. Niech
N = TiIl>1(I)1{Xi = Xo} ,
czyli N to indeks pierwszej zmiennej, ktéra jest réwna Xg. Pokaz, ze:
E[N]=m
v:Eflog N] < H[X]

Zadanie 10. Niech niech X' = {X;}9°, bedzie stacjonarnym procesem Markowa. Pokaz, ze H[X,|Xo]
jest wklesta funkcja n. Dokladniej, pokaz ze:

H(X,|Xo) — H(X,-1|X0) — (H(X-1]|X0) — H(Xp—2|X0)) = —1(X71; X\, — 1| X0, X,) <0.

i wywnioskuj z tego wklestosé.



