Teoria informacji i kodowania: Lista 6

Zadanie 1. Uzasadnij definicje stopy podwojenia: zalézmy, ze mamy cigg niezaleznych wyscigow
X1, ..., Xp, wszystkich o takich samych prawdopodobiefistwach i stawkach. Niech S(X) = b(X)o(X)
bedzie wartoscia majatku po danej grze, a

W (b,p) = Ep[log S(X)]

bedzie stopa podwojenia.
Pokaz, ze z prawdopodobienstwem 1

b loa(S(X) 1
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Czy wnika z tego, ze z prawdopodobienistwem 1

1 9(Xy)

,
O

Zinterpretuj [T, S(X;).
Jedli nie wiesz, co to znaczy ,,z prawdopodobienstwem 1”, to pokaz zbieznos¢ wg. prawdopodo-
bienstwa.

Zadanie 2. Rozwazmy inng mozliwg strategie zaktadéw: chcemy zmaksymalizowaé
E[bo] .

Znajdz strategie maksymalizujaca te funkcje.
Jaka jest oczekiwana wartos¢ majatku po n grach (w kazdej kolejnej grze stawiamy wszystko).

Zadanie 3 (*). Zalézmy, ze
1

—>1
o

czyli stawki sg niesprawiedliwe i niekorzystne.
Opisz optymalng strategie, jesli mozemy sobie zostawié¢ czes¢ kapitatu. To moze wymagaé¢ Twier-
dzenia KKT, podobno jest tez prosta interpretacja.

Zadanie 4. Zal6zmy, ze mamy ciag wyscigow X, ..., X, stawki sa rowne i wynosza m (jest m koni).
Dany jest taczny rozklad prawdopodobieristwa p(X1, ..., Xp,).

Rozwazmy dwa mozliwe typy obstawiania: online i offline. W obstawianiu on-line mozemy obsta-
wiaé kolejny wyscig przy znanych wynikach poprzednich wyscigéw.

Przy obstawianiu offline obstawiamy caly ciag (z1,...,x,), ale jedli trafimy, to dostajemy m™.

Pokaz, ze wartosci stép podwojenia (dla calego procesu obstawiania n wyscigow) sa takie same
dla tych dwéch wariantéw obstawiania.

Zadanie 5. Patrzymy na problem z innej strony: Mamy ustalone stawki oq,...,0,,. Chcemy zna-
lezé p1, ..., pm takie ze

 stopa podwojenia W (b, p) jest maksymalna;

o stopa podwojenia W (b, p) jest minimalna.

Zadanie 6. Dane sa prawdopodobienstwa wygranych pq, ..., pn. Rozwazmy dwa rézne zestawy sta-
wek: 01,...,0m10'1,...,0,. Podaj warunek, dla ktérego stopa podwojenia dla o1, . .., o, jest wyzsza,
niz dla o'y,...,0 .

Zadanie 7. Rozwazmy wyscig z m konmi o prawdopodobienstwach wygranej p1, ..., pm. Gracz ob-
stawia, ze dany kon przegra: przy zakladach bq,...,b,, jesli kon ¢ wygra, to tracimy b; ale dostajemy
z powrotem ;; bj. Uwagal Zakladamy, ze }_;b; = 1, ale pozwalamy na ujemne stawki, ale nie
wigksze niz 1: tj. b; € (—o0, 1). Znajdz strategie¢ maksymalizujaca stope podwojenia. Ile ona wynosi?



Zadanie 8 (Paradoks petersburski). Za wpisowe w wysokosci ¢ gracz otrzymuje wyplate w wysokosci 2%
z prawdopodobiefistwem 27% dla k = 1,2,...; k interpretujemy jako ,pojawienie sie pierwszego orla”.

Pokaz, ze oczekiwana wyplata dla tej gry jest nieskoriczona. Z tego powodu argumentowano, ze
c = oo jest ,sprawiedliwa” cena, ktora trzeba zaplacié i stad paradoks.

Zalézmy, ze gracz moze kupi¢ udzialy w grze: jesli zainwestuje w gre ac dla o > 0, to otrzyma
a- X, gdzie X = 2% z prawdopodobiefistwem 1/2F.

Zalézmy, ze X1,...,X,,... s i.i.d. zgodnie z rozkladem jak wyzej i gracz inwestuje caly swoj
majatek, czyli

n
X.
Si=117
i=1

Pokaz, ze istnieje ¢* takie ze dla ¢ > ¢* lim S, = 0 z prawdopodobienstwem 1 a dla ¢ < ¢* wynosi 0o z
prawdopodobienstwem 1. (Jesli nie wiesz, co to znaczy z prawdopodobienstwem 1, to pokaz wg innej
definicji zbieznosci).

Zadanie 9. Rozwazamy dalej problem z poprzedniego zadania, zakladamy, ze mozemy wykupi¢ udziaty
w grze i ze gracz moze zachowaé cze$¢ (1 —b) majatku (i wykupié udzialy za czesé b majatku). Wtedy

majatek po n grach to
L bX;
Sn—ll(l—b+ )
i=1

Cc

Niech

—k 2kp
W(b,C):Z2 log 1—b+7

k>1
W*(c) = max W(b,c)

0<b<1
o Dla jakiej wartosci ¢ warto$é¢ b* maksymalizujaca W (b, ¢) spada ponizej 17

o Jak zmienia sie b* w zaleznosci od ¢?
Pokaz, ze W*(¢) > 0, dla wszystkich c.

Zadanie 10. Niech (A, B) tworzy pare wejscie-wyjscie dla BSC (binary symmetric channel), ktéry
zmienia wiadomos$¢ z prawdopodobienstwem 1 — p. Pokaz, ze

H(B) > H(A) .

Pokaz tez, ze réwnosé zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy p € {0,1} (tzn. kanal jest wierny lub
odwrotnie wierny), lub gdy H(A) =1 (tzn. entropia A osiaga warto$¢ maksymalna).



