Teoria informacji i kodowania: Lista 7
Wszystkie kanalty ponizej sa bez pamiegci i bez sprzezenia zwrotnego.

Zadanie 1. Niech (X,Y) maja wspélny rozklad p(z,y). Pokaz, ze informacja wzajemna I(X;Y") jest
wklesta funkcja p(x) przy ustalonym p(y|x).

Zadanie 2 (*). Zal6zmy, ze mamy ustalony kanal T, czyli znamy prawdopodobiefistwa warunkowe
p(bla).

Na potrzeby zadania, niech AoI'o A oznacza zmienng losowa A przestang przez kanal I' i nastepnie
poprawiong do mozliwej wartosci przez A.

P,JAol'0 A= A]

bedzie prawdopodobienstwem, ze poprawnie odczytaliémy warto$¢ po przejsciu przez kanal przy za-
tozeniu, ze A ma rozklad p.
Zdefiniujmy ,$redni blad” reguly A, po wszystkich mozliwych rozkladach p € P.

/ P,[A oT'o = Aldp
P

Pokaz, ze Ay, realizuje infinum $redniego bledu, tj.
/ P[Ansr, o To = Aldp = inf/ P,[A o To = Aldp
P A Jp

Zadanie 3. Niech C C {0, 1}", przesylamy ¢ € C przez BSC (zakladamy, ze p(1]1) = p(0]0) > %2) bit

po bicie, otrzymujac B. Pokaz, ze reguta Ajpsp dla B to to samo co zaokraglanie do najblizszego (wg.
odlegtoéci Hamminga) stowa kodowego z C.

Zadanie 4. Rozwazmy dwa kanaly komunikacyjne: (X1, p(y1|x1),Y1) i (X2, p'(y2]z2), Y2). Rozwazmy
nowy kanal, utworzony przez przesylanie réwnoczesnie X; i Xy przez oba kanaly, tzn. kanal (X; x
Xo,p(y1]x1) - P/ (y2]z2), Y1 X Y3). Jaka jest przepustowosé takiego kanalu?

Zadanie 5. Rozwazmy dwa kanaly komunikacyjne (X1, p(y1|z1),Y1) i (X2, (y2|22), Y2). Rozwazmy
teraz sume tych kanaléw, tzn. kanal w ktérym przy kazdym uzyciu mozemy wybraé czy przesylamy
informacje przez pierwszy czy przez drugi kanal, ale nie przez obydwa. Pokaz, ze przepustowos$é¢ dla
takiego kanalu wynosi:
C =sup(H(a) +aCi + (1 —a)Cy),
o

zatem
20 =201 4 202

gdzie C, Cy to przepustowosci odpowiednich kanatow.

Sa mozliwe przynajmniej dwa podejécia: jedno, poprzez rozwazanie informacji wspélnej I(X;Y) —
przyjmij, ze wysylamy przez kanat 1 z prawdopodobienstwem « i policzenie ekstremum po «. Drugie
— przez transmission rate — jak szybko mozemy wysylaé, jesli mozemy korzysta¢ z obu kanaléw
(odbiorca wie, z ktérego kanalu przyszla wiadomosé). Drugie podejscie ma pewna subtelnosé, ktora
mozesz pominaé: nasza definicja przepustowosci méwi o granicy (blad dazy do 0), za$ to rozumowania
bedzie gwarantowad, ze liminf btedu dazy do zera.

Zadanie 6 (Nieréwno$¢ Fano przy statym oszacowaniu X). Niech P(X = i) = p; dla ¢ = 1,2,...,m,
gdzie p1 > p2 > p3 > ... > pn. Jesli chcemy podaé staly estymacje X, to minimalne prawdopo-
dobienstwo bledu jest dla X =1 a wynikajace z niego prawdopodobienstwo btedu to P. = 1 — p;.
Maksymalizujemy H(p1,...,pn) przy ograniczeniu 1 — p; = P,, by znaleZ¢ ograniczenie na P, wzgle-
dem H(pi,...,pm). Jest to nieréwnos$é¢ Fano w przypadku braku warunkowania.



Zadanie 7. Kanaly z pamiecia maja wieksza pojemnosc.

Rozwazmy binarny symetryczny kanal Y; = X; +o Z; , gdzie +2 to dodawanie modulo 2, a
X;, Y, Z; € {0,1}. Zalézmy, ze P[Z; = 1] = p dla wszystkich i, ale nie zakladamy, ze sa one nie-
zalezne. Ale (Z1,...,Zy) jest niezalezne od (X7i,...,Xy,).

Niech C =1— H(p,1 — p). Pokazaz, ze

max I(Xy,...,Xp;Y1,...,Y,) >nC.

P(31,0msm)

Zadanie 8. Wymazywania i btedy w kanale binarnym.
Rozwazmy kanal binarny w ktérym wystepuja zaréwno bledy (z prawdopodobienistwem €) jak i
wymazanie (z prawdopodobiefistwem «). Czyli ma macierz:

l—a—c¢ €
€ l—a—c¢
« «

Zmajdz pojemnos¢ tego kanatu.

Zadanie 9. Rozwazmy kanal komunikacyjny (X, p(y|z),Y). Pokaz, ze przepustowo$é¢ C kanalu nie
wzrosnie, jesli pozwolimy na przetworzenie Y funkcja g, tzn.

Czrrl(a§<I(X;g(Y))
p(x

dla kazdej funkcji g. Jakie sa konieczne i wystarczajace warunki, by przepustowo$¢ nie zmalata?
Uwaga: zwr6¢ uwage, ze a priori nie wiemy, ze max jest realizowane dla tego samego rozkladu.

Zadanie 10. Rozwazmy kanal dla ktérego
Yi=Xi 2

gdzie Y;, X, Z; € {—1,1}, X;, Z; sa niezalezne i X;/Y; to para wejscie/wyjscie dla i-tego uzycia kanatu.

e Niech Z; beda niezalezne i o takim samym rozktadzie, tzn.:

7 {1 z prawdopodobienstwem
P =

N[ N[

—1 z prawdopodobienstwem

Zmajdz przepustowos¢ tego kanatu.

e Niech teraz:

7 {1 z prawdopodobienstwem
1 =

[N e

—1 z prawdopodobienstwem

Ziy1=—Z; .

Czyli kanat jest kanatem z pamiecia.

Pokaz rodzine kodéw {Cy, }, takich ze C,, C {—1,1}", jest dla nich reguta dekodowania bez btedu
ize
. log|Cy
lim ——— =

n—00 n

1.

Poréwnaj otrzymana wartos¢ z wartoscia uzyskana w podpunkcie pierwszym.



