Teoria informacji i kodowania: Lista 9

Zadanie 1. Niech Z € Bern(p)™ bedzie wektorem o n wspélrzednych, kazda jest niezalezna zmienna Ber-
noulliego z prawdopodobienstwem 1 réwnym p.
Niech @) bedzie macierza odwracalna, okreslmy W = QZ . Dla 7 > 0 rozwazmy zbiér wspdlrzed-
nych w
S :{Z S {1,...,n} : H(Wi|W1,...,VVZ'_1) 27‘} .

Pokaz, ze
1S-| = (h(p) — 7)n

Zadanie 2. Niech X bedzie zmienng losows o wartosciach 0,1. Pokaz, ze
max(P[X =0],P[X =1]) > 1 - H(X)

Zadanie 3. Zdefiniujmy macierze (nad cialem Fy):

_ 11 _ Qn/2 Qn/2
a=[} o a3 %

Niech n = 2% oraz Z € F}. Pokaz, jak obliczy¢
an oraz (), 1z
w czasie O(nlogn).
Zadanie 4. Skonstruuj obwdd arytmetyczny dla obliczen z Zadania 3. Jaka maja gleboko$é¢?

Zadanie 5. Dla € > 0 i dowolnego n, definiujemy zbiér typowy Agn)wzglqdem f(x) jako

AP —{ (@1, ) € supp() ¢ |- log(ar, ) B < e}

gdzie f(x1,...,2n) =112y f(x;), czyli niezaleznie po kazdej wspélrzednej, rozklad jak X.
Pokaz, ze zbiér typowy A¢ " ma nastepujace wlasnosci:
e PA™)>1 e
. Vol(AE")) < 2n(h(X)+€) dla wszystkich n;
. Vol(AE")) > (1 — €)2""X)=9) dla dostatecznie duzych n.

Zadanie 6. Zalézmy, ze h(X), h(Y) sa okre$lone. Pokaz, ze
I(X;Y) = ELnOI(XA;YA)

gdzie X2, Y2 to odpowiednie kwantyzacje dla X,Y.

Zadanie 7. Niech h(X) bedzie okreslone. Pokaz, ze

h(X +¢) = h(X)
h(aX) = h(X) +loga

Neich X bedzie wektorem n elementowym, a A macierza n X n. Pokaz, ze
hAX) = h(X) + log | det(A)]
Zadanie 8. Niech h(X1),...,h(X,) beda okreslone. Pokaz, ze

WXy, Xn) <) h(XG)

i rownos¢ zachodzi wtedy i tylko wtedy gdy X1, ..., X, sa niezalezne.



Zadanie 9. Pokaz, ze jesli K jest macierza dodatnio okreslona, to

det K <

W tym celu rozwaz rozklad wielonormalny o macierzy kowariancji K (mozesz bez dowodu przyjaé, ze
taki rozklad istnieje) i oszacuj jego entropie poprzez entropi¢ rzutéw na poszczegélne osie.

Zadanie 10 (Wklesto$¢ logarytmu wyznacznika). Niech K, K3 beda dwiema symetrycznymi dodatnio
okreslonymi macierzami n x n (dowdd przechodzi tez dla nieujemnie okreslonych) a 0 < A < 1 bedzie
liczba rzeczywista. Pokaz, ze

IAK1 + (1= N K| > | KiK'

W tym celu rozwaz rozktady wielonormalne 71, Zo o macierzach kowariancji K1, Ko i 6 o rozkladzie
Bernoulliego z prawdopodobienistwem . Rozwaz Zy i h(Z|0) < h(Z).



