Teoria informacji i kodowania: Lista 10

Zadanie 1 (Ograniczenie mocy wyjéciowej). Rozwazmy kanal gaussowski z addytywnym szumem gaus-
sowskim i ograniczeniem P na oczekiwang moca wyjsciowq, tj. Y = X + Z, Z ~ N(0,0?), Z jest
niezalezny od X, oraz E[Y?] < P.

Zmajdz pojemnos¢ informacyjna tego kanatu.

Zadanie 2. Niech wektor losowy X € R” ma érednig 0 i macierz kowariancji K = E[XX7] (tzn.
Kij = E[XZXJ]) POkaZ, ze

A(X) < 5 log ((2me)"|K),

i réwnos¢é zachodzi tylko dla X ~ N(0, K).
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Zadanie 3 (Transformata Fouriera). Rozwazmy funkcje f : [—1;1] — C z iloczynem skalarnym (i =

V=1) o
(o) =75 [ f@gla)de

Pokaz, ze funkcje fi(z) = €™ dla k € 7 sa parami prostopadle (w szczegdlnogci: sa liniowo
niezalezne) i maja norme 1. Dla funkcji f liczby ax = (f, fi) to wspdlczynniki Fouriera. W dalszej
czedci bedziemy sie zajmowaé tylko funkcjami, gdy f jest skoniczona kombinacja liniowa takich funkcji.

Zadanie 4. Zal6zmy, ze funkcja f ma wartosci rzeczywiste. Co umiesz powiedzie¢ o wspétczynnikach
Fouriera f7

Podaj alternatywna baze (dla funkcji o wartosciach rzeczywistych) uzywajaca tylko funkeji o war-
tosciach rzeczywistych.

Zadanie 5 (Dyskretna Transformata Fouriera). Zalézmy, ze f[—1;1] — R ma reprezentacje
n —-n
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Pokaz, jak wyliczy¢ ag,br (albo wspélezynniki przy alternatywnej bazie z poprzedniego zadania) z
wartosci w punktach f(£) dla —n <k <n.

Zadanie 6. Niech X ~ N (0,02%) a X bedzie kwantyzacja spelniajaca warunek
E[(X - X)’) <D

Pokaz, ze

X - x> (xlxy — xly=I[xIx]y 3sm

v

Zadanie 7 (Funkcja z nieskoficzonym znieksztatceniem). Znajdz (teorio-informacyjne) rate-distortion

RI(D) = min I(X; X)
p(alz):y, , p(@)p(dle)d(z,2)<D

dla X ~ Bern(1/2) i miara znieksztalcenia
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Zadanie 8 (x). Zdefiniowali$émy

RI(D) = min I(X; X)
p(&l2):) 2, , p(x)p(&|z)d(z,2)<D
uzywajac minimum po p(&|z). W zamysle X jest kwantyzacja, czyli oczekujemy, ze wystarczy rozwazaé
p(Z|x) ktore jest skupione w punkcie, tzn. dla danego x istnieje dokladnie jedno z. t. ze p(Z|z) =1, a
dla pozostalych &' mamy p(&'|x) = 0.
Udowodnij lub pokaz kontrprzyktad, ze wystarczy sie ograniczyé¢ do takich rozktadéw. Mozesz
przyjaé¢ dodatkowe zalozenie na d, jesli to pomoze (np. ze jest ograniczone).

Zadanie 9. Rozwazmy I(X;Y) i rozklady p(z) i p(y|z). Pokaz, ze

o przy ustalonym p(z) I(X;Y) jest wypukla funkcja p(y|z)

o przy ustalonym p(x|y) I(X;Y) jest wklesta funkcja p(z)

Mozliwe, ze tatwiej bedzie to zrobi¢ uzywajac roznicy entropii albo definicji przez dywergencje KL.
Zadanie 10 (Wtasnoéci R(D)). Rozwazmy dyskretne 7zréodlo X € X = {1,...,m} z rozkladem
D1, ..., Pm 1 miara znieksztalcenia d(i,j). Niech R(D) to ratio distortion w tym scenariuszu.

Zdefiniujmy d'(i,7) = d(i,j) — w;, (uwaga: d' dalej ma spelnia¢ d’ > 0) i niech R'(D) bedzie

odpowiadajaca ratio distortion. Pokaz, ze R(D) = R(D + >; piw;). Wywnioskuj z tego, ze bzo.
mozna zakltadaé¢, ze dla kazdego x € X istnieje Z, taki ze

mind(z.2) =0

Zadanie 11 (Zrédto jednorodne z miarg znieksztatcenia Hamminga). Rozwazmy zrédlo X réwnomiernie
rozlozone na zbiorze {1,...,m}. Znajdz ratio distortion dla tego Zrédla ze znieksztalceniem Ham-

minga, czyli,
0 jesliz=2
dag)=q 1
1 jesliax #2
(z|)d gezessm [orosord ‘Auzoey
pep[zol Aujonyuoy [epoq -eruemooezso op [x|X|H op ourq soumotoru dlstom tzsdol [msoisey :yspy

Zadanie 12. Niech R(D) bedzie rate distortion dla Zrédla X i miary znieksztalcenia d. Ile wynosi
rate distortion R'(D) dla miary znieksztalcenia d' = ad + b (a > 0, b # 0 ale zakladamy, ze d’' > 0.)

Zadanie 13. Niech R(D) bedzie rate distortion dla (skoniczonego) zrédla X i miary znieksztalcenia d.
Pokaz, ze

o R(D) jest wypukla funkcja D; nie korzystajac z réwnosci R = R!, udowodnij korzystaj z definicji
osiagalnych par (R, D).
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e R(D) jest nierosnaca
« R(0) < H(X)
e R(supd) =0

Zadanie 14 (Rate distortion dla dla dwdch niezaleznych zrédet). Niech X,Y o rozkladach p(z),p(y)
beda niezalezne, z miarami znieksztalcenia dx(x,%) i rate distortion Rx (D) i analogicznie dla Y
mamy dy (y, ) i Ry (D); zakladamy, ze dx,dy sa ograniczone.

Chcemy teraz kwantyzowaé pare wartosci (X,Y') przy ograniczeniach Dy, Dy, tj. patrzymy na

Rxy(Dx,Dy) = min I(X,Y;X)Y)
p(&,9lz,y):
Zz &P p(x)p(&|z)d(x,2)<Dx

ZM Y)p(9ly)d(y,9)<Dy



Pokaz, ze
Rxy(Dx,Dy) > Rx(Dx) + Ry (Dy)

Czy zachodzi réwnosé?



