Teoria informacji i kodowania: Lista 11

Zadanie 1. Rozwazmy dwa rozklady: p; = (1 — «,0,) i po = (0,1 — a, ). Pokaz bezposrednio z
definicji (nie uzywajac przepustowosci kanaléw), ze optymalnym rozkladem ¢ minimalizujacym

min max D (p|q)
q Do

: _ pitp
jest ¢ = H5R2.

Zadanie 2. Kod § Eliasa uzywa kodu 7 do zapisania |logi|+1 i nastepnie zapisuje ¢ naiwnie. Mozemy
oczywiscie zapisaé¢ [logi| (mniej wiecej) kodem § i potem i naiwnie itd. PoprowadZ to rozumowanie
do log* i zdefiniuj odpowiedni kod.

Zadanie 3 (Kodowanie Tunstalla *). Zwykle kodowania przeksztalca Zrédlo symbol po symbolu na ciag
o zmiennej dtugodci.

Rozwazmy dualny problem kodowanie zmiennej liczby symboli ze zrédia na kod o statej dtugosci:
Kod o zmiennej dlugosci dla i.i.d. ciagu zmiennych losowych Xi,..., X,, X ~ p(x) ze zbioru X =
{0,1,...,m — 1}, jest zdefiniowany przez wolny od prefikséw zbior Ap C X*, gdzie |Ap| = D.
Dowolny ciag X1,...,X, jest reprezentowany jako konkatenacja stow z Ap i reprezentowany jako
ciag elementéw z {0,...,D — 1}*.

Wydajnosé¢ takiego kodu to
log D
R(Ap) = —>——
) = B ()

gdzie E[L(Ap)] to oczekiwana dlugosé wyrazenia z Ap.

1. Udowodnij, ze reprezentacja jako konkatenacja elementéw z Ap jest najwyzej jedna.
2. Udowodnij, ze R(Ap) > H(X).

3. Konstruowania Ap mozna traktowa¢ jako konstruowanie m-arnego drzewa, ktorego liéémi sa
ciagi z Ap. Zalézmy, ze D = 1+ k(m — 1) dla pewnej liczby catkowitej k& > 1. Rozwazmy
nastepujacy algorytm (Tunstall)

1. A« {0,...,m — 1} z z prawdopodobienstwami po, . .., Pm—1. > Odpowiada to pelnemu
drzewu m-arnemu o gtebokosci 1.

2: while Liczba lisci < D do

3: Rozwin wezel o najwiekszym prawdopodobienstwie o jeden poziom i dostosuj prawdopo-
dobienstwa. > Na przyklad, jesli 0 jest weztem o najwiekszym
prawdopodobienistwie p’, to nowym zbiorem jest A = {00,01,...,0(m —1),1,...,(m—1)}1i
prawdopodobietistwach p'pg, ..., p'Ppy_1-

Pokaz, ze algorytm Tunstall jest optymalny w tym sensie, ze konstruuje on zbiér o najlepszym
R(Ap) dla danego D

4. Pokaz, ze istnieje D i Ap takie, ze R(Ap) < H(X) + 1.

Zadanie 4. Kod Fibonacciego dla liczby n jest konstruowany w nastepujacy sposob:
1: znajdZ najmniejsza liczbe Fibonacciego Fiy takie ze n < Fp, reprezentacja bedzie miata N + 1
bitow.
Ustaw d(N + 1) + 1.
while N > 0 do
if Fiy <i then
d(N)«+ 1,i+i—Fy

else
d(N) <+ 0
N+ N-1



Pokaz, ze:

1. Kod Fibonacciego jest kodem jednoznacznie dekodowalnym (wystarczy pokazaé, ze 11 wystepuje
tylko na konicu kodu)

2. Kod Fibonacciego jest a uniwersalny dla proceséw X = {X;}9°,, gdzie X; sa i.i.d. i przyjmuja
wartosci ze zbioru liczb catkowitych dodatnich i rozklad dla X; jest monotoniczny, tj. 1 < j —
p(i) > p(j). (wystarczy poréwnaé¢ dlugo$é kodu Fibonacciego z dlugoscia kodu ~ Eliasa, ktéry
jest 2 uniwersalny).

Zadanie 5. Rozwazmy zmienna Xy o rozkladzie jednostajnym na {1,...,N}. Niech Cj; oznacza
kodowanie § Eliasa. Pokaz, ze:
lim 7|C§(XN)’ =1

Zadanie 6 (*). Niech Z bedzie dyskretna zmienna losowa przyjmujaca wartosci dodatnie ktérej wartosé
oczekiwana wynosi u = E[Z] . Pokaz, ze:

H(Z) < (p+1)log(p+1) — plogp
Sprawdz, ze nieréwnos¢ jest prawdziwa dla rozktadu geometrycznego, tj.
P[Z =k =(1-p)"'p

Pokaz, ze rozklad geometryczny maksymalizuje entropie przy ustalonej wartoéci oczekiwanej (na cal-
kowitych dodatnich).

Zadanie 7. Niech /1,...,¢,, beda dodatnimi liczbami catkowitymi o sumie ) ;" ¢; = n. Pokaz, ze
taki ciag mozna zakodowaé znacznie lepiej niz trywialnie, tzn. istnieje kodowanie uzywajace

n
mlog — + am
m

bitéw dla pewnej stalej a.
W tym celu zdefiniuj zmienna losowa Z, taka ze

m

Niech C: kod Shannona dla zmiennej Z. Pokaz, ze

m

Skorzystaj z poprzedniego zadania.



