Lista 3

Zadanie 1. Zal6zmy, ze dla przestrzeni liniowych W, W’ <V zachodzi

dim(W + W) = 1 + dim(W NW') .
Udowodnij, ze suma W + W’ jest jedna z przestrzeni W, W’ a przecigcie W N W—druga.
Zadanie 2. Wyznacz wymiary LIN(S) N LIN(7T') oraz LIN(S) + LIN(T") dla

1. $=4{(1,2,0,1),(1,1,1,0)}, T = {(1,0,1,0),(1,3,0,1) };

2. S={(2,-1,0,-2),(3,-2,1,0),(1,-1,1, -1}, T ={(3,-1,-1,0), (0, —-1,2,3), (5, —2,—1,0) }.
Zadanie 3. Dane sa dwa uktady wektoréw w przestrzeni R® (nad ciatem R):
S = {(3 111 5),(0 5 —2 4 —1)} i T = {(1 -5 3 -3 3),(—1 3 3 -2 0)}. Tle
wynosza wymiary LIN(S UT') oraz LIN(S) N LIN(T)? Podaj dowolna baze LIN(S UT).
Zadanie 4. Niech W <V beda przestrzeniami liniowymi, za§ U C V. Udowodnij, ze nastepujace warunki
sg réGwnowazne:

1. istnieje wektor u € V, taki ze U = 4 + W,

2. istnieje wektor 4 € U, taki ze U = & + W;

3. dla kazdego wektora @ € U zachodzi U = 4 + W.
Udowodnij tez rownowaznosé ponizszych warunkdw:

1. istnieje wektor @ € V, taki ze U — u jest przestrzenia liniowa;

2. istnieje wektor « € U, taki ze U — u jest przestrzenia liniowa;

3. dla kazdego wektora & € U zbiér U — @ jest przestrzenia liniows.

Zadanie 5. Dla podanych warstw U przestrzeni R? oraz wektoréw 1% okresl, czy vV eu. Odpowiedzi

uzasadnij.

(a) U =[1,3,2] + LIN([2,1,5],[2,0,1]), V = [3,6, 15]

(b) U =[1,3,2] + LIN([2,1,5],[2,0,1]), V = [3,6,16]

(¢) U =11,0,1] + LIN([1,1,1],[3,—1,2]), V = [—4,7,11]
(d) U =[1,0,1] + LIN([1,1,1],[3,—1,2]), V =[-8, 14,22]

Zadanie 6. Pokaz, ze na zbiorze warstw (podprzestrzeni W < V nad cialem F) mozna zadaé strukture
przestrzeni liniowej poprzez:
(C+W)+ (@ +W)=(g+d)+W
a(i+ W) = (au) + W
Ile wynosi wymiar tak zdefiniowanej przestrzeni (w zaleznosci od dimV i dim W)?
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Zadanie 7. Niech V bedzie przestrzenia liniowa wymiaru n nad cialem F, za$§ F : V — F niezerowym (tj. ist-

nieje 7 € V takie ze F(7) # 0) przeksztalceniem liniowym (takie przeksztalcenia nazywamy funkcjonatami
liniowymi). Pokaz, ze istnieja aq,...,a, € F takie ze

F((.%'l, N ,xn)) = Zaixi .
i=1
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Zadanie 8. Ktore z ponizszych przeksztalcen sa liniowe (dziedzinami i przeciwdziedzinami przeksztalcen sa
przestrzenie R"™ dla odpowiednich n)?

o L(z,y) =2z —y,x+3y—1,5z+2y),

o L'(x,y,2) = (3x +5y — 22,2z —y) ,

o L'(x,y,2)=(x-y+2z—2x—2,—2y—2z).
Zadanie 9. Niech F' : V — W bedzie przeksztalceniem liniowym i jest funkcja ,na” W. Zalézmy, ze
LIN(¥y,...,4,) = V. Pokaz, ze LIN(F(?1),...,F(t,)) =W.

Zadanie 10. Niech F': V — W bedzie przeksztalceniem liniowym. Zalézmy, ze F(v1),..., F(¥,) sa liniowo
niezalezne. Pokaz, ze ¥y, ..., U, sa liniowo niezalezne.



Zadanie 11 (* Nie liczy sie do podstawy, cho¢ nie jest takie trudne). Zalézmy, ze dla przeksztalcenia liniowego
L : R? — R? zachodzi L?(7) = 0, dla kazdego wektora v € R2. Pokaz, ze wtedy réwniez L?(7) = 0, dla
kazdego wektora v.

Udowodnij uogélnienie tego faktu:
Jedli dla L : R™ — R™ oraz pewnego k > n zachodzi L¥(%) = 0 dla dowolnego wektora 7, to zachodzi réwniez
L™(%) = 0.
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