Lista 7 (powtérkowa)

Wiekszos$¢ zadan na tej lidcie to zadania z egzaminéw, kolokwiow itp. Dotycza list 1-6.

Zadanie 1. Dla podanych ponizej zbioréw powiedz, czy sa one przestrzeniami liniowymi nad ciatem R.
Odpowiedz krotko uzasadnij w przypadku odpowiedzi negatywnej.

L A[vr,...,vn]T €ER? 1 vy =vg =+ =v,}

2. {[v1,...,0,)T €R"™ : |v1| = |vo| = -+ = |vnl}

3. {[v1,...,v0)T €R™ : vy -vg---v, =1}

4. {[vr,. .., )T €R™ 2 vy -vg v, =0}

5. {[v1, ..., v2001]T € R 1y = w3 = ... = vg1 = 0}

6. {[v1,...,v0)T €R™ : 30 iv; = 0}

7. Wielomiany o wspétczynnikach z R, ktérych pierwsza i druga pochodna sa réwne.
8. Wielomiany p o wspdlczynnikach z R, takie ze p(3) — p(4) = 0.

Zadanie 2. Ktére z podanych ponizej przeksztalcen sa przeksztalceniami liniowymi? Kazda odpowiedZ
negatywng kréotko uzasadnij.

(A) A to suma drugiej i trzeciej pochodnej wielomianu, tj. L : R[z] — R[z], A(f) = f" + f".

(B) B to iloczyn drugiej i trzeciej pochodnej wielomianu, tj. L : R[z] — Rz], B(f) = f" - f".

(C) C:R* = R3, C(x,y,2) = (x+y,y — 2,0)

(D) D:R® = R? D(x,y,2) = (zy,y + 1, ~2)

(E) E przeksztalca nieskoniczone ciggi o wyrazach rzeczywistych w nieskoniczone ciagi o wyrazach rzeczy-
wistych, E((ap) ) jako n-ty wyraz ma minimum z ay, ..., Gy.

(F) F przeksztalca nieskoniczone ciagi liczb rzeczywistych w nieskonczone ciagi liczb rzeczywistych, gdzie
F((al,aQ, . )) = (0, 1. a1,2 - ag, .. )

(G) G przeksztalca nieskonczone ciagi liczb rzeczywistych w nieskonczone ciagi liczb rzeczywistych, gdzie
G((al, ag, . . )) = (QQ,LM,LLG, .. )

(H) H:R?> - R3, D(z,y,2) = 2z,2+y — 2,1).

Zadanie 3. Podaj bazy obrazu i jadra przeksztalcenia liniowego Fjs : R® — R? zadanego przez macierz M:

-1 1 1 -1 2
M=|4 5 -1 =27
3 3 -1 -1 4

Zadanie 4. Méwimy, ze macierz A jest antysymetryczna, jesli AT = —A.
Pokaz, ze dla n nieparzystego macierz antysymetryczna rozmiaru n X n nie jest odwracalna.

Zadanie 5 (*). Dla macierzy M niech I bedzie podzbiorem zbioru indekséw wierszy, zas J: kolumn. Przez
M7y ; oznaczmy macierz powstaly z M przez wybranie wierszy z I oraz kolumn z J i usuniecie pozostalych
wierszy i kolumn (tj. odpowiedni minor). Dodatkowo, niech I oznacza dopelienie I w zbiorze indekséw
wierszy, za$ J dopelnienie J w zbiorze indekséw kolumn.

Niech I,J C {1,...,n}, takie ze |I| = |J|. Rozwazmy macierz M kwadratowa rozmiaru n x n taka ze

M 17 oraz Mi ; zawieraja same 0. Niech My = My j, My = Mj’j beda odwracalne. Pokaz, ze
e M jest odwracalna;
o M~Yy ;=M oraz M~157 = My
—1 —1 . . .
e M T M JT 53 macierzami zerowymi.
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Zadanie 6. Sladem macierzy kwadratowej nazywamy sume elementéw na jej przekatnej, tj.

n
tr ((az’j)z‘l,...,n> = Zaii )
=1 ;

Pokaz, ze:
o tr(A) = tr(AT);
o tr(AB) = tr(BA);
o dla macierzy podobnych A ~ B zachodzi tr(A) = tr(B).
Zadanie 7. Niech A* oznacza macierz, ktéra uzyskujemy z A przez symetrie wzgledem ,,drugiej” przekatnej,

tzn. tej od lewego dolnego rogu do prawego gérnego. Wyraz det(A*) przez det(A). Niech A° oznacza macierz
A obrécong o 180°. Wyraz det(A°) przez det(A).

Przyktad
1 2 3 9 6 3 9 8 7
A=14 5 6| A*"=|8 5 2| A°=16 5 4
7T 89 7T 4 1 3 21

Zadanie 8. Udowodnij, ze jeli k-ta potega M* macierzy kwadratowej M jest nieodwracalna (gdzie k > 1
jest liczba naturalna), to réwniez M jest nieodwracalna.

Zadanie 9. Podaj macierz odwrotna do ponizszej macierzy (o wyrazach rzeczywistych):

1 0 01 -1
1 -1 01 1
0 0 20 O
1 1 00 1
0 1 01 =5

Zadanie 10. Dla przestrzeni liniowych S = LIN({(3,0,3,3,2,0),(3,1,3,2,3,1)} oraz T' = LIN({(1,1,1,0, 3, 1),
(0,3,0,—3,—1,3)} oblicz dim(S + T') oraz dim(S NT). Podaj dowolng baze S + 7.
Zadanie 11. Niech M bedzie macierza kwadratowa n x n. Pokaz, ze:

o ker(Lys) C ker(Lys2), gdzie Ly to przeksztalcenie v — Mw, analogicznie L.
o k(M + M?) <1k(M).



