Lista 9

Zadanie 1. Niech A, B beda komutujacymi macierzami kwadratowymi, tj. AB = BA. Niech A bedzie
wartodcig wlasng A, za§ V) bedzie przestrzenia wektoréw wlasnych A dla wartosci A. Pokaz, ze V) jest
przestrzenia niezmiennicza dla B, tj. dla v € V) zachodzi Bv € V.

Zadanie 2. Udowodnij, ze jesli A1, Aa, ..., A\g sa réznymi wartosciami wlasnymi macierzy M, to suma (mno-
gosciowa) baz przestrzeni Vy ,..., V), jest zbiorem liniowo niezaleznym.
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Zadanie 3. Znajdz wartosci wlasne, ich krotnoéci algebraiczne i geometryczne dla ponizszych macierzy:

7T =12 6 2 -1 2 0 1 0
10 —-19 10}, 5 =3 3|, -4 4 0
12 —-24 13 -1 0 =2 -2 1 2

Dla jednej z wartosci oblicz odpowiadajace wektory wtasne.

Zadanie 4. Niech A : V — V bedzie przeksztalceniem liniowym. Pokaz, ze ker A oraz Im A sa przestrzeniami
niezmienniczymi A.

Zadanie 5 (* nie liczy sie do podstawy). Dla wielomianu ¢(z) = ¥ a;z" mozemy zdefiniowaé naturalnie
wartos$é¢ tego wielomianu na macierzy kwadratowej, jako (M) = Z?:o a; M*, gdzie M9 = Id.

Niech M = AJA~! gdzie J jest macierza Jordana (tzn. na przekatnej ma klatki Jordana), za$ @us jej
wielomianem charakterystycznym. Pokaz, ze ppr(M) jest macierza zerowa.

(W pelnej ogélnosci to zadanie powinno méwié, ze A, J sa macierzami nad C, ale w zasadzie nic nie
zmienia to w dowodzie: wystarczy, ze pokazesz to dla R.)

Mozesz pokazaé to wg. nastepujacego schematu.

o Pokaz teze dla M bedacej klatka Jordana.

o Pokaz, ze jesli p(x) = q(x)r(z) to p(M) = q(M)r(M).

o Pokaz, ze dla macierzy Jordana J i wielomianu p(x) mamy

Ji p(J1)
Jo p(J2)

Ik p(Jk)
o Pokaz, ze dla macierzy Jordana J mamy ¢;(J) = 0.
« Pokaz, ze dla macierzy A, M oraz wielomiany p(z) mamy p(A~'MA) = A~1p(M)A.
Zadanie 6. Pokaz, ze:
e suma macierzy symetrycznych jest macierza symetryczna,;
e iloczyn macierzy symetrycznych A, B jest macierza symetryczng wtedy i tylko wtedy, gdy AB = BA,;

o jesli macierz symetryczna jest odwracalna, to jej macierz odwrotna jest symetryczna.

Zadanie 7. Dla wektora V niech > V oznacza sume jego wspoOlrzednych.
Niech A bedzie macierzg stochastyczna. Pokaz, ze dla kazdego V' zachodzi

Z(AV) = Z V. (*)
Pokaz tez twierdzenie odwrotne: macierz A, ktéra ma wszystkie elementy nieujemne i ktora dla kazdego

V spelnia (¥), jest macierza stochastyczna.

Zadanie 8. Udowodnij, ze iloczyn dw6ch macierzy kolumnowo stochastycznych (dodatnich), jest macierza
kolumnowo stochastyczna (dodatnia).

Niech Mj, ..., My beda macierzami kolumnowo stochastycznymi (dodatnimi) oraz aq, ..., oy sa liczbami
nieujemnymi, spelniajacymi ), a; = 1. Pokaz, ze

k
> oM
i=1

tez jest macierza kolumnowo stochastyczna (dodatnia).



Zadanie 9. Dla wektora V = [vy,...,v,]7 € R niech |V, = 327, |vil.
Niech A bedzie macierzg stochastyczng. Pokaz, ze dla wektora V' € R"

AV < IV -
Wywnioskuj z tego, ze A nie ma wartosci wtasnej o wartosci bezwzglednej wigkszej niz 1.

Zadanie 10. Rozwazmy graf o wierzchotkach {1,2,3,4} i krawedziach skierowanych 1 — 2,1 — 3, 1 — 4,
2—-3,2—-43—>1,4— 1,4 — 3. Jak wyglada znormalizowana macierz sasiedztwa tego grafu? Oblicz
ranking dla tej macierzy, tzn. wektor wlasny dla wartosci wtasnej o sumie wspétrzednych 1.

Oblicz PageRank tego grafu dla m = 0,25.

Zadanie 11. To zadanie pokazuje, ze iteracyjna metoda obliczania PageRanku zbiega wykladniczo szybko.
Niech A bedzie macierz stochastyczna (niekoniecznie dodatnia!) rozmiaru n x n a P macierza stocha-
styczna n X n postaci

11 1
T 1 1
n n n

pP= _
11 1
n n n

Dla liczby rzeczywistej 0 < m < 1 niech M, oznacza macierz
My, =(1—m)A+mP .
Pokaz, ze dla wektora Ve V—o zachodzi
My V[ <@ =m)|V]s .
Mozesz skorzystaé (bez dowodu, choé jest on prosty) z faktu, ze dla dowolnych wektoréw W, U zachodzi

T + Wik < 1T1h + W -
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