Lista 16

Zadanie 1. Wyznacz najwiekszy wspdlny dzielnik par wielomianéw (o ile nie jest napisane inaczej: w R[z])

o a2t — 223 — 1922 + 82 + 60 oraz z* + 523 + 522 — 5z — 6;

o ot 4 23 4222 + 22 oraz x* 4 223 + 222 + 2 (w Zs3[x])
o f=aP+1, g=x+1(wZyX] dla p—pierwszego).
Wyraz nwd jako kombinacje podanych wielomianéw.
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Rozwiazanie Niech f =, z* — 223 — 1922 + 8z + 60.

1
ot — 223 — 1922 + 82 +60) 2t +523 +522 —52 —6
— 2% +22% + 1922 — 82 — 60

7x3 + 242% — 13z — 66

Czyli
fl'=f—g="72%+ 242> — 13z — 66
oraz nwd(f, g) = nwd(f’, g).
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Przeksztalcajac mamy
1
22+ 5246 = 5(49g — (7z —38)f")
I dalej
Tr—11
22+ 5z +6) Tad+242% — 13z — 66
— T3 — 352 — 42z
— 112% — 552 — 66
11z? + 55z + 66
0
Czyli najwiekszy wspélny dzielnik to x2 + 5x + 6. Wstawiajac wyrazanie na f’ dostajemy
1 Tr+ 11 Tx — 38
— (49g — _ _ - _
(499 — (T = 3)(f — g)) = T g~

W drugim przyktadzie, oznaczmy pierwszy wielomian przez f a drugi przez g. Wtedy

g=g9g-—f=2"+u
Potem
W ostatnim przykladzie zauwazmy, ze

Zauwazmy, ze (¥) dzieli sie przez p dla i ¢ {0, p}, czyli
(x+1)P =p 2P +1
I w takim razie nwd(a? + 1,z + 1) =z + 1.



Zadanie 2. Korzystajac z tw. Bezout rozl6z ponizsze wielomiany z Zs|x| na czynniki nierozkladalne
ac5—|—x3—|—m+1, :L”4—|—:v3—{—x2—|—1, x5+1:2+3:, :v4—{—x2—|—1, 4?4
Potraktuj powyzsze wielomiany jako wielomiany z Zg[x] i réwniez rozt6z je na czynniki nierozkladalne.
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Rozwiazanie Rozpatrzmy wielomian z° + 23 4+ 2 4 1 jako wielomian o wspétczynnikach z Z,. Zauwazmy,
ze jesli jest on rozkladalny, to ma czynnik stopnia najwyzej 2. Sprawdzmy najpierw czynniki liniowe, czyli
policzmy wartosé w 0, 1. Latwo sprawdzié, ze warto$¢ w 1 to 1. Warto$¢ w 0 to 0, czyli dzieli sie przez x + 1.
Mozna podzieli¢, albo zauwazy¢

P rr+l="+2' + 23 e +1=(+ 1)t +23+1)

Wielomian z* + 22 + 1 ma wartoé¢ 1 w 1, nie dzieli siec wiec przez = 4+ 1. Pozostaje sprawdzi¢, czy dzieli
sie przez 2 + x + 1 (jedyny nierozktadalny stopnia 2). Jedynym mozliwym rozkladem jest (2% + z + 1)%:

(2 +x+1)2 =2 +22+1

czyli 2 4+ 23 + 1 jest nierozkladalny.



Zadanie 3. Wielomian f ma reszte z dzielenia przez x — ¢; réwng 71 oraz reszte z dzielenia przez r — co
réwna ro. Ile wynosi reszta z dzielenia f przez (r — ¢1)(x — c2)?
Wystarczy, ze zapiszesz zaleznos¢ na wspotczynniki tego wielomianu, nie musisz jej rozwiazywac.
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Rozwigzanie Reszta jest postaci ax + b, tj.

f=@—-ca)lx—c)+ar+b

Przy czym
fler) =r1 flez) =72

Co daje uktad réwnan liniowych na a, b:

aci+b=7r1 acy+b=r1r9



Zadanie 4. Niech f, g, f', ¢, a beda niezerowymi wielomianami z pierécienia wielomianéw F[z] o wsp6lezyn-
nikach z ciala F. Zalézmy, ze f = af’ oraz g = ag’.
o Jedli b =nwd(f',g’), to ile wynosi nwd(f, g)? Jesli ' = a'f' + b'g’ dla pewnych wielomianéw o', b’ €
Flz], to jak wyraza sie nwd(f, g) poprzez wielomiany f, g?

o Jesli A/, 7' sq ilorazem oraz reszta z dzielenia f’ przez ¢, to ile wynosi iloraz, a ile reszta z dzielenia f
przez g7

Rozwigzanie Jesli
f/ — h/g/ + T/
to
fla="h(da)+7r'a
oraz
degr’a = degr’ 4+ dega < deg g’ + dega = degg'a = degyg

czyli iloraz to h' a reszta r’a.

Zauwazmy teraz, ze z tego wynika, ze nwd(f, g) = anwd(f’, ¢’'): W odpowiadajacych krokach algorytmu
Euklidesa dla f,g oraz f’,¢ dla f,g wywolujemy dla wielomionéw dla f’, ¢ przemnozonych przez a. W
szczegdlnose na koncu dostajemy nwd(f/, ¢') oraz anwd(f’,¢").



Zadanie 5. Dane sa dwa niezerowe wielomiany f,g € F[z| z pier§cienia wielomianéw o wspdlczynnikach z
ciala F. Zal6zmy, ze f = f'f" oraz nwd(f’, g) = 1. Celem zadania jest pokazanie, jak odtworzy¢ reprezentacje
nwd(f, g) jako kombinacji wielomianéw f, g z analogicznych reprezentacji dla f”, g oraz f’, g.

o Pokaz, ze nwd(f,g) = nwd(f”, g).
o Niech nwd(f”,g) = af” +bg oraz 1 = nwd(f’, g) = ¢f’ + dg dla odpowiednich wielomianéw a,b,c,d €

Flz]. Wyraz nwd(f,g) jako kombinacje wielomianéw f,g; kombinacja ta moze uzywaé kombinacji
wielomianéw sposréd a, b, ¢, d, f/, f” jako wspétezynnikow.

Rozwiazanie 7Z Zadania 10, jesli

nwd(f, g) = Hp?i

gdzie p; sa nierozkladalne, to istnieja of,af takie ze o; = al + ol oraz p;°|f’ oraz p;*|f". Poniewaz
nwd(g, f') = 1, to o} = 0 dla kazdego i. Czyli o = «; i tym samym nwd(f, g)| f”, czyli tez nwd(f, g)| nwd(f”, g).
Jako ze f"|f to oczywiscie nwd(f”, g)| nwd(f, g). Czyli nwd(f, g) = nwd(f”, g).

Niech

nwd(f,g) = 1=d'f +Vg nwd(f",g) = a"f" +V'g
Laczac dostajemy

an(f//,g) — a//f// + b//g
— (a/f/ + b/g)a//f// + b//g
— alf/f” + (b/a//f” + b//)g

co daje reprezentacje nwd(f, g) w zadanej postaci.



Zadanie 6. Oblicz wartosci podanych wielomianéw w punktach w odpowiednich pierscieniach:
4 2 ) 3 2 ) 4 3
43 —2x+1w2, wiy, 22°—x"+ax—2wl, wis;, 3x° —3x°+4x—>w2, wig

Zadanie 7. Podaj wszystkie nierozkladalne wielomiany stopnia 2 oraz 3 w Zs[z| oraz wszystkie nierozkla-
dalne wielomiany stopnia 2 w Zs[x].
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Rozwigzanie Rozwazmy najpierw wielomiany stopnia 2 w Zs[z|:

:U2,5L‘2+1,x2+:r,x2—|—x+1

Pierwszy dzieli sie przez x, drugi to (x + 1)2, trzeci to z(z + 1). Czwarty jest nierozktadalny: gdyby byt
rozkltadalny, to na czynniki liniowe, czyli musiatby mie¢ pierwiastek w 0 lub 1, a tatwo sprawdzi¢, ze nie ma.

W przypadku wielomianéw stopnia 3 zauwazmym, ze jesli wielomian stopnia 3 jest rozktadalny, to dzieli
sie przez wielomian stopnia 1, czyli ma pierwiastek. Jest 8 wielomianéw stopnia 3 w Za|x]:

:1:3,x3+1,:U3+x,x3+93+1,x3+:1:2,x3+x2+1,x3+x2+x,x3+x2+x+1 .
Nalezy teraz sprawdzi¢, ktéry ma pierwiastek w 0 lub 1, pozostate sa nierozkltadalne. tzn.
x3+x+1,x3+x2+1 .

sa nierozkladalne.
W Zs[x] jest 9 wielomianéw stopnia 2:

2+ 1,22+ 2,2 4 et + 1,2t e+ 2,02 + 22,22 + 20+ 1, 2% + 22 + 2.
Ponownie sprawdzamy, ktéry ma pierwiastek. Pozostaja:

2+ 1,22 4 +2,2% 422+ 2.



Zadanie 8 (* Nie liczy sie do podstawy). Celem tego zadania jest pokazanie, ze wielomiany nierozkladalne w
R[x] sa stopnia najwyzej 2. Mozesz korzystaé¢ z (nie tak prostego) twierdzenia, ze wielomiany nierozktadalne
nad C[x] sa stopnia najwyzej 1. W tym zadaniu utozsamiamy wielomian z jego wartosciowaniem a T bedzie
oznaczaé sprzezenie (w C) liczby zespolonej x.

Ustalmy wielomian f € Rz].

« Pokaz, ze dla liczby zespolonej ¢ zachodzi f(z) = f(c).

o Wywnioskuj z tego, ze jesli ¢ € C jest miejscem zerowym wielomianu f, to jest nim tez €.

o Pokaz, ze wielomian (z — ¢)(x — ¢) ma wspélczynniki rzeczywiste.

o Wywnioskuj z tego, ze jesli f jest nierozkladalny (w R[z]), to jest stopnia najwyzej 2.

Rozwigzanie Latwo spravvdzié, zea+b=a+boraza-b=a-b.

Dla wielomianu f = )", f;z" zdefinujmy

F=Y Tl

Wtedy f-g=f-7.
Ponadto

F@) = Y = 3 fuot = f(a)

W takim razie, jesli f € R[z] to oczywiscie f = f i w takim razie

f(@) = f(a).
Jesli
fla=0)
to
f@)=0=0

Jesli « jest pierwiastkiem f € R[x] to f = (x — a)g i nakladajac obustronnie sprzezenie dostajemy f =
(x — @)g. Czyli
f = (@—a)z—ah

Ponownie nakltadajac sprzezenie:
f=@—a)(zr—ah=(r—a)(z—a)h.
Czyli h = h i tym samym ma wspétczynniki rzeczywiste. Ponadto
(z-a)lz—a)=(z-a)(z-a)

czyli ma wspotczynniki rzeczywiste.
Jedli f € R[x] jest nierozkladalny i stopnia wiekszego niz 1, to ma pierwiastek zespolony, powiedzmy a.
Ale wtedy (x — a)(x —@)|f, czyli f = c¢(z — a)(z — @) dla pewnej stalej c.



Zadanie 9. Pokaz, ze jesli F jest cialem, to w pierscieniu wielomianéw F[z] o wspdlczynnikach z ciata F
zachodzi prawo skreslen: dla f, g, h € F[x], gdzie f # 0, zachodzi

fg=fh = g=h .

Wywnioskuj z tego, ze analogiczne prawo zachodzi tez dla podzielnosci: dla f, g, h € F[z], gdzie f # 0,
zachodzi

falfh = glh .
Rozwiazanie Przenoszac na jedna strone dostajemy
flg—=h)=0

Jako ze deg0 = deg f + deg(g — h) dostajemy, ze g — h = 0, czyli g = h.



Zadanie 10. Udowodnij uogélnienia twierdzenia z wyktadu:

Niech F bedzie ciatem, f bedzie wielomianem nierozktadalnym a p1,po, ..., pe wielomianami w
pierécieniu wielomianéw F[z] o wspélezynnikach z F oraz f*|pips...pe. Wtedy istnieja liczby
ni,na,...,ny, takie ze >, n; > k oraz dla kazdego i zachodzi f™i|p;.
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Rozwiazanie Indukcja po k, dla k = 1 zostalo pokazane na wyktadzie.

Niech f**pips...pe, W szczegblnoéci f¥|pips ... pe. 7 zalozenia indukcyjnego istnieja takie ny, ..., ny,
ze p; = f™ip oraz Y, n; = k.

Skoro f**1|pipy...pe to dla pewnego h mamy

A = fRpiph ).

Po skréceniu (Zadanie 9) dostajemy
fh=ppy-..pp.

I teraz dostajemy, ze f dzieli ktores pim czyli f™1|p;, co daje teze.



Zadanie 11. Niech F bedzie cialem za$ F[x] pierScieniem wielomianéw o wspélezynnikach z tego ciala.
Udowodnij, ze kazdy wielomian f € F[z] da sie¢ przedstawié¢ jednoznacznie (z dokladnoscia do kolejnosci
czynnikéw) w postaci f = ¢ f1 - fo--- fr, gdzie ¢ € F jest stala, a kazde f; € F[z] jest wielomianem

nierozktadalnym o wiodacym wspotczynniku réwnym 1.
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