Algebra 2022/23 — Egzamin cze$¢ 1
Czas: 150 minut.

Wszystkie Zadania D nalezy oddaé¢ na jednej, podpisanej nrem indeksu kartce. Punktacja: po 3 punkty.

Wszystkie Zadania W nalezy oddaé¢ na jednej, podpisanej nrem indeksu kartce. Punktacja: po 3 punkty.

Kazde Zadanie T nalezy oddaé¢ na osobnej, podpisanej nrem indeksu kartce. Rozwigzanie powinno zawiera¢ zwiezty
opis dokonywanych operacji oraz kroki posrednie obliczen. Punktacja: po 10 punktow.

Osoby zaliczajace réznice programowe: od algebra liniowa 1R (IM): calo$¢ egzaminu;
w pozostatych przypadkach: zadania D5, D6, W4, W5, W6, T4, T5; czas: 70 minut

Zadanie D1. Co to znaczy, ze uklad wektoréw z pewnej przestrzeni liniowej jest liniowo niezalezny? Co to znaczy, ze
jest baza tej przestrzeni? Co to jest wymiar przestrzeni liniowej?

Zadanie D2. Co to jest przeksztalcenie liniowe, jak jest zdefiniowane jego jadro, a jak obraz?

Zadanie D3. Co to jest wartos¢ wlasna macierzy M, jej krotno$é geometryczna i algebraiczna?

Zadanie D4. Podaje definicje standardowego i ogdlnego iloczynu skalarnego.

Zadanie D5. Niech grupa G dziata na zbiorze X. Podaj definicje: orbity, stabilizatora. Sformutuj Lemat Burnside’a.
Zadanie D6. Podaje definicje najwiekszego wspdlnego dzielnika wielomiandw.

Zadanie W1. Podaj wzory Cramera. Do czego stuza i kiedy mozna je stosowaé?

Zadanie W2, Jakie znasz zaleznoéci pomiedzy krotnosciami: geometryczna i algebraiczng wartosci wtasnej? Co wiesz
o sumie krotnosci po wszystkich wartosciach wlasnych?

Zadanie W3. Co wiesz o wartosciach wlasnych macierzy dodatnio okreslonych? Macierz dodatnio okres§long M mozna
przedstawié¢ jako iloczyn M = AB dla macierzy A, B o dodatkowych wlasnosciach, powiedz jakich?

Zadanie WA4. Co to jest rozklad permutacji na cykle roztaczne? Jaki jeszcze rozktad na permutacje z prostej podklasy
znasz? Czy te rozklady sa jednoznaczne?

Zadanie W5. Podaj chinskie twierdzenie o resztach.
Zadanie WG6. Ile elementéw moze mieé ciato skonczone? Co wiesz o cialach o tej samej skonczonej liczbie elementow?
Zadanie T1. Podaj baze obrazu i baze jadra przeksztalcenia liniowego zadanego przez ponizszg macierz
5 0 5 4
5 5 0 3
-1 -4 3 0
Odpowiednie przestrzenie liniowe sa nad R.

Zadanie T2. Dla ponizszej macierzy wyznacz wartosci wlasne, ich krotnosci algebraiczne i geometryczne. Dla wybranej
warto$ci wlasnej wyznacz (dowolny) wektor wlasny.

1 -1 -1

2 -2 -1

0 -1 0

Zadanie T3. Dokonaj ortonormalizacji ponizszego uktadu wektoréw (dla standardowego iloczynu skalarnego).
(17 1a 1a 1)T’ (47 27 27 4)T7 (47 _27 _67 O)T

Zadanie T4. Roz16z ponizsza permutacje o na cykle roztaczne, wyznacz jej rzad, parzystos¢ i permutacje odwrotna.
Wyznacz orbite i stabilizator liczby 7 dla naturalnego dzialania podgrupy generowanej przez ¢ na zbiorze liczb

{1,...,18}.
(1234 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18
“\5 12311 910 17 7 16 4 15 6 12 14 18 8 13

Zadanie T5. Oblicz najwiekszy wspdlny dzielnik nastepujacych wielomianéw (o wspoélezynnikach z R) i przedstaw
go w postaci af 4+ bg dla odpowiednich wielomianéw a, b.

f=aS4+a25—at 423 -1

g::c3+1:273:+2 .



Algebra 2022/23 — Egzamin cze$é 11
Czas: 150 minut.

Kazde zadanie nalezy odda¢ na osobnej, podpisanej nrem indeksu kartce. Rozwigzanie powinno by¢ czytelna wypo-
wiedzia, a nie jedynie zbiorem symbolicznych przeksztatcen. Po 10 punktow za zadanie.

Zadanie 1.
Niech A bedzie macierza kwadratowa rozmiaru n x n i rzedu rk(A) = n — k. Pokaz, ze
n — 2k < rk(A%) <n —k.

Wskazéwka: Niech fa to odpowiadajace przeksztalcenie liniowe. Rozwaz f’y: fa obcigte do Im f4.
Zadanie 2.
Niech P bedzie bedzie zbiorem macierzy kwadratowych rozmiaru n x n takich, ze w kazdej kolumnie i w kazdym
wierszu jest dokiadnie jeden niezerowy element. Pokaz, ze

ABeP = AB AT A tep
(w szczegdlnosci: A € P implikuje, ze A jest odwracalna.)
Zadanie 3.

Niech A bedzie wartoscia wlasna odwracalnej macierzy M. Pokaz, ze ™! jest wartoécia wtasna M ! i ze ich krotnoéci
geometryczne sa takie same.

Zadanie 4.
Niech V bedzie przestrzenia nad R z ogbélnym (niekoniecznie standardowym) iloczynem skalarnym. Pokaz, ze jesli
uklad wektoréw jest ortogonalny, to jest niezalezny.

Zadanie 5.

Niech ¢ = (1,2,3,...,k) bedzie cyklem, za$ o € S,, dowolna permutacja, przy czym n > k. Rozl6z permutacje 7 =
oco~! na cykle rozlaczne.

Wskazowka: Rozwaz 7(o(1)).

Zadanie 6.
Niech G bedzie grupa o mocy p* dla p pierwszego. Niech G dziala na zbiorze X. Pokaz, ze kazda orbita ma moc
bedaca potega p.

Wywnioskuj z tego, ze jesli p 1 | X]|, to istnieje z € X takie ze G, = G, gdzie G to stabilizator x.
Zadanie 7.
Niech a, b, k € N\ {0}. Pokaz, ze jesli k|a, k|b i istnieja z,y € Z takie ze

k=za+yb

to k = nwd(a,b).



