Algebra 2022/23 — Egzamin poprawkowy, czesé I
Czas: 150 minut.
Wszystkie Zadania D nalezy oddaé¢ na jednej, podpisanej nrem indeksu kartce. Punktacja: po 3 punkty.
Wszystkie Zadania W nalezy oddaé¢ na jednej, podpisanej nrem indeksu kartce. Punktacja: po 3 punkty.

Kazde Zadanie T nalezy oddaé¢ na osobnej, podpisanej nrem indeksu kartce. Rozwigzanie powinno zawiera¢ zwiezty
opis dokonywanych operacji oraz kroki posrednie obliczen. Punktacja: po 10 punktow.

Zadanie D1. Co to znaczy, ze W jest podprzestrzenia przestrzeni liniowej V (nad cialem F)? Jak jest zdefiniowana
podprzestrzen W+ W’ dla W, W <V?

Zadanie D2. Jak jest zdefiniowany rzad wierszowy macierzy, a jak rzad kolumnowy? Co to jest rzad przeksztalcenia
liniowego?

Zadanie D3. Jak jest zdefiniowany wielomian charakterystyczny macierzy, a jak wielomian charakterystyczny prze-
ksztalcenia liniowego?

Zadanie D4. Co to znaczy, ze uklad wektoréw jest ortogonalny, a co, ze ortonormalny? Co to znaczy, ze macierz jest
ortogonalna?

Zadanie D5. Jak jest zdefiniowana grupa permutacji .S,, jak jest zdefiniowane dzialanie w grupie S,,?7 Co to znaczy,
ze permutacja o z .S, jest cyklem? Co, ze o € S, jest transpozycja a co, ze transpozycja elementéw sasiednich?

Zadanie D6. Co to jest cialo proste, co to jest charakterystyka ciala? Co to znaczy, ze cialo jest algebraicznie
domkniete?

Zadanie W1. Niech A, B beda macierzami kwadratowymi n x n. Wyraz det(AB) i det(2A) przez det A, det B (i by¢
moze inne liczby). Co mozna powiedzieé o det(A), jesli A jest odwracalna, ile wynosi wtedy det(A~1)?

Zadanie W2. Niech A bedzie macierza n x m za$ X, B wektorami rozmiaréw m x 1 i n x 1. Rozwazmy uktad
rownan liniowych AX = B. Jakie warunki powinny spelniaé¢ A i B , aby ten uklad mial (by¢ moze wiecej niz jedno)
rozwiazanie? (Podaj odpowiednie twierdzenie.) Co wiadomo o zbiorze wszystkich rozwiazan, jesli istnieje rozwiazanie
Xo? Co wiadomo o istnieniu i liczbie rozwigzan, jesli A jest kwadratowa i odwracalna?

Zadanie W3. Niech M bedzie macierza kwadratowa rozmiaru n xn a Wy, ..., Wy jej (wszystkimi) podprzestrzeniami
wektoréow wilasnych dla parami réznych wartosci wtasnych Aqi,..., A\g. Jaka jest zaleznosé¢ pomiedzy Zle dim W,
dim(Wy + -+ - + Wy) i n? Co wiecej powiedzie¢ mozna, jesli M jest symetryczna macierza liczb rzeczywistych?

Zadanie W4. Niech A, B beda ortogonalnymi macierzami (liczb rzeczywistych) tego samego rozmiaru. Ile moze wyno-
si¢ det(A)? Ktére z podanych macierzy sa ortogonalne —A, A+ B, A- B,2A, A~1, A3, A- B~1? Nie musisz uzasadniaé
odpowiedzi.

Zadanie W5. Niech H bedzie podgrupa G. Co wiesz o warstwach podgrupy H? Jaki znasz zwiazek miedzy |H| a |G|
oraz miedzy rzedem g € G a |G|?

Zadanie W6. Jak mozna scharakteryzowaé elementy odwracalne w Z,, dla m € N7 Ile elementéw ma F* o n elemen-
tach? (Dla przypomnienia: w pierécieniu R przez R* oznaczamy zbiér elementéw odwracalnych w R).

Zadanie T1. Ile rozwiazan ma ponizszy uklad réwnan (nad Z7) w zaleznosci od wartoéci parametru A € Zy?

Nz o+ 3y + 5z = A
2+ 6y + 3z = 2
6 + 4y + (A+1)z = —-X
Zadanie T2. Podaj macierz odwrotng do ponizszej macierzy liczb rzeczywistych:
1 -3 21
1 -4 2 1
2 -1 50
0 -3 0 1

Zadanie T3. Rozpatrzmy przestrzeii R? ze standardowym iloczynem skalarnym i jej podprzestrzen:
W = LIN((0,0,3,4)7, (0,0,-1,7)T) .
Podaj dowolng baze ortonormalng W. Oblicz rzuty prostopadte na W nastepujacych wektorow:
(0,1,-4,3)T,(1,0,3,4)T.



Zadanie T4. Podaj dowolne rozwiazanie w liczbach catkowitych uktadu kongruencji
{ x mod 3299 = 312

r mod 647 = 83
Nie musisz podawaé liczby dokladnie, wystarczy, ze podasz ja jako tatwe do policzenia na kalkulatorze wyrazenie
arytmetyczne uzywajace jedynie operacji +, —, - i liczb catkowitych.

Zadanie T5. Dane sa dwie permutacje z grupy Sig

o =(1,7,5,4)(2,3)(6,8,9)(10)
/1234567 8 9 10
™\4 2516731 8 9

Oblicz permutacje p zadang jako
p = gl46,-249
Roztéz p na cykle rozlaczne, podaj rzad i parzysto$é p, oblicz p~! i dla niej réwniez podaj rozklad na cykle roztaczne,
parzysto$é i rzad.
Podaj orbite i stabilizator liczby 1 w naturalnym dzialaniu grupy generowanej przez p na zbiorze liczb {1,...,10}.



