Lista 2

Zadanie 1. Niech U, W, W’ <V. Udowodnij zawieranie:
UNW)+ (UNW)<UN(W+W)
Pokaz, ze jesli W < U to w zachodzi réwnos¢ obu stron powyzszego zawierania.

Zadanie 2. Niech V bedzie przestrzenia liniowa.
Pokaz, ze uktad wektorow U C V jest liniowo zalezny wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje & € U taki ze

LIN(U) = LIN(U \ {@}).

Pokaz tez, ze jesli 0 ¢ U, to sa przynajmniej dwa takie wektory.

(Uwaga: traktujemy U jako multizbidr, tzn. jesli zawiera dwa razy ten sam wektor, to wyborem @ moga
by¢ dwie rézne ,kopie” tego samego wektora.)
Zadanie 3. Rozwazamy przestrzenie nad R. Niech ¢, U, . .., ¥, beda liniowo niezalezne. Dla jakich wartosci
a € R uklady wektorow

. {04'171 + U, U1 + 04172}

o {U1 + U, V2 + U3, T3 + Uy, . .., Up—1 + Up, Up + Q1 }
sg liniowo niezalezne?

Zadanie 4. Czy nastepujace uklady wektoréw sa liniowo niezalezne (nad R)? Rozszerz ich (dowolny) mak-
symalny podzbiér niezalezny do bazy.

1. (1,1,0),(0,1,1),(1,1,1),(1,0,1);

2. (0,1,2),(1,1,1),(1,1,1);

3. (1,0,1,0),(1,2,0,1),(0,2,1,1), (0,0,1,1);
4. (1,0,1,0),(0,2,0,2),(1,1,0,0), (0,0,2,1).

)

Zadanie 5. Uzasadnij, ze ponizsze zbiory wektoréw sa liniowo niezalezne (w odpowiednim R"™), rozszerz je
do bazy (odpowiedniego) R™:

o (2,2,7,-1),(3,-1,2,4),(1,1,3,1);

e (2,3,-4,-1),(1,-2,1,3);

e (2,3,5,-4,1),(1,-1,2,3,5).

Zadanie 6. Rozpatrzmy ponownie przestrzeii liniowg z Zadania 11 z Listy 1, tj. na zbiorze podzbioréw 2M
skoriczonego zbioru M okreslamy operacje:

U+U =UAU, 1-U=U, 0-U=0,

gdzie A\ oznacza roéznice symetryczna.
Podaj (naturalna) baze tej przestrzeni liniowej. Czy potrafisz naturalnie zinterpretowaé¢ izomorfizm za-
dany przez wyrazanie w tej bazie?

Zadanie 7. Niech ¢ : V — V' bedzie izomorfizmem przestrzeni liniowych. Pokaz, ze vy,...,0, € V jest
liniowo niezalezny /jest liniowo zalezny /jest baza wtedy i tylko wtedy, gdy ¢(71), ..., ¢(0k) € V' jest liniowo
niezalezny /jest liniowo zalezny /jest baza.

Zadanie 8. Niech V bedzie przestrzenia liniowa, skoficzenie wymiarowa a A C V: uktadem liniowo niezalez-
nym, |A| = |B|, gdzie B jest pewna baza V.

Pokaz, ze A tez jest baza.
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Zadanie 9. Niech V bedzie przestrzenia skoniczenie wymiarows. Pokaz, ze:

o Kazdy niezalezny uktad wektoréw A C V mozna rozszerzyé¢ do bazy V.
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o 7 kazdego uktadu wektoréw A C V mozna wybraé baze przestrzeni LIN(A).

Zalecane jest skorzystanie z Lematu Steinitza.

Zadanie 10. WyraZz w bazie B = {(1,2,3);(0,1,2);(0,0,1)} wektory

Zadanie 11 (* Nie liczy sie do podstawy.). Uwaga: w tym zadaniu nie mozna korzystaé¢ z twierdzenia o

réwnolicznosci baz ani z lematu o wymianie.
Uzywajac eliminacji Gaufla udowodnij nastepujace twierdzenie:

Jedli B = {51, e 5k} jest baza przestrzeni liniowej V, to zbidr liczacy k + 1 wektoréw jest liniowo zalezny.
W tym celu wyraz wektory v1,...,0Ur+1 W bazie B i przeprowadz na tej reprezentacji eliminacje GauBa.
Wywnioskuj z tego twierdzenia, ze kazde dwie bazy przestrzeni skonczenie wymiarowej sa rownoliczne.



