Lista 3

Zadanie 1. Niech W < V bedg skonczenie wymiarowymi przestrzeniami liniowymi. Pokaz, ze V = W lub
dim(V) > dim(W).

Zadanie 2. Zal6zmy, ze dla przestrzeni liniowych W, W’ < V zachodzi
dim(W + W) = 1 + dim(W NW') .
Udowodnij, ze suma W + W’ jest jedna z przestrzeni W, W', a przecigcie W N W—druga.

Zadanie 3. Niech W, W/, W" < V.
Udowodnij, ze

dim((W + W) N W") + dim(W 0 W) = dim((W’ + W”) N W) + dim(W' N W") =

Zadanie 4. Wyznacz wymiary LIN(S) N LIN(7T") oraz LIN(S) + LIN(T") dla
1. S={(1,2,0,1),(1,1,1,0)}, T'= {(1,0,1,0),(1,3,0,1)};
2. S={(2,-1,0,-2),(3,-2,1,0),(1,—-1,1, -1}, T ={(3,-1,-1,0), (0, —1,2,3), (5, —2,—1,0) }.

Zadanie 5. Dane s dwa uktady wektoréw w przestrzeni R® (nad cialem R):
S = {(3 111 5),(0 5 -2 4 —1)} i T = {(1 5 3 -3 3),(—1 3 3 -2 0)}. Tle
wynosza wymiary LIN(S UT) oraz LIN(S) N LIN(7")? Podaj dowolna baze LIN(S UT).
Zadanie 6. Niech W < V bedg przestrzeniami liniowymi, zas U C V. Udowodnij, ze nastepujace warunki
sg rOwnowazne:

1. istnieje wektor € V, taki ze U = 4 + W,

2. istnieje wektor 4 € U, taki ze U = & + W;

3. dla kazdego wektora @ € U zachodzi U = 4 + W.

Udowodnij tez réwnowazno$¢ ponizszych warunkéw:
1. istnieje wektor @ € V, taki ze U — u jest przestrzenia liniowa;
2. istnieje wektor « € U, taki ze U — u jest przestrzenia liniowa;

3. dla kazdego wektora @ € U zbiér U — @ jest przestrzenia liniowa.

Zadanie 7. Dla podanych warstw U przestrzeni R® oraz wektoréw 1% okredl, czy vV eU. Odpowiedzi
uzasadnij.

(a) U =[1,3,2] + LIN(]2,1,5],[2,0,1]), V = [3,6, 15]
(b) U =[1,3,2] + LIN([2,1,5],[2,0,1]), V = [4,6,16]
(¢) U =[1,0,1] + LIN([1,1,1],[3,-1,2]), V = [-4,7,17]
(d) U =[1,0,1] + LIN([1,1,1],[3,—1,2]), V =[-8, 14, 34]

Zadanie 8. Pokaz, ze jesli U, U’ sq warstwami tej samej przestrzeni liniowej W, to UNU' =0 lub U = U’.

Zadanie 9. Pokaz, ze na zbiorze warstw (podprzestrzeni W < V nad cialem F) mozna zadaé strukture
przestrzeni liniowej poprzez:

(C+W)+ (@ +W)=(d+d)+W
a(i+ W) = (au) + W
Ile wynosi wymiar tak zdefiniowanej przestrzeni (w zaleznosci od dimV i dim W)?
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Zadanie 10. Niech W < V. Pokaz, ze i, ¥ naleza do tej samej warstwy U wtedy i tylko wtedy, gdy ©—v € W.
Korzystajac z tej wlasnosci pokaz, ze zbiér ciagéw spelniajacych réwnanie rekurencyjne (dla kazdego
n>2)
ap = ap—1 + 202 + p(n)

dla pewnego wielomianu p jest warstwa przestrzeni ciagdéw spelniajacych réwnanie rekurencyjne (dla n > 2):

ap = Q-1+ 2ap_2.



Zadanie 11 (* nie liczy sie do podstawy). Rozwazmy réwnanie rekurencyjne postaci

k
Qp = Zaian—i +p(n) )
i=1
gdzie o, ..., ax sa ustalone, za$ p jest wielomianem stopnia /.

Pokaz, ze istnieje wielomian g stopnia conajwyzej ¢, taki ze ciag (an)n>0 spelnia to réwnanie wtedy i
tylko wtedy, gdy ciag (a, — ¢(n))n>0 spelnia réwnanie

k
ap = Z Qilp_; -
i=1
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