Lista 9

Zadanie 1. Rozwazmy graf o wierzcholkach {1,2,3,4} i krawedziach skierowanych 1 — 2,1 — 3, 1 — 4,
2—-3,2—-43—1,4— 1,4 — 3. Jak wyglada znormalizowana macierz sasiedztwa tego grafu? Oblicz
ranking dla tej macierzy, tzn. wektor wlasny dla wartosci wtasnej o sumie wspétrzednych 1.

Oblicz PageRank tego grafu dla m = 0,25.

Zadanie 2. Rozpatrzmy klatke Jordana J dla |A| < 1, mozesz zalozy¢, ze A € R, choé¢ zapewne dowdd dla R
uogdblnia sie do C. Pokaz, ze lim,_,~ J™ to macierz zerowa. Granice rozumiemy tutaj punktowo, tj. macierz
J* = limy, o0 J", jedli dla kazdego 4, j granica lim,, o (J"); ; istnieje oraz (J*°); j = limy o0 (J™)i ;-
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Zadanie 3. To zadanie pokazuje, ze iteracyjna metoda obliczania PageRanku zbiega wyktadniczo szybko.

Niech A bedzie macierz stochastyczna (niekoniecznie dodatnia!) rozmiaru n x n a P macierza stocha-
styczna n X n postaci
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Dla liczby rzeczywistej 0 < m < 1 niech M, oznacza macierz
My, =(1—-m)A+mP .
Pokaz, ze dla wektora Ve V—_¢ zachodzi
1MV 1 < (1 =m)|[V]1
Mozesz skorzystaé (bez dowodu, choé jest on prosty) z faktu, ze dla dowolnych wektoréw W, U zachodzi
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Zadanie 4. Niech A bedzie dodatnia macierza kolumnowo stochastyczna. Pokaz, ze A nie ma wartosci

wlasnej —1.
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Zadanie 5. Pokaz, ze dla dowolnej macierzy kwadratowej M (odpowiedniego rozmiaru) zachodzi
U-(MV)=M"0)-V ,

gdzie - oznacza standardowy iloczyn skalarny.
Niech M bedzie macierza symetryczng (tj. M = M7T). Pokaz, ze

U-(MV)=(MU)-V (**)

(zakladamy, ze wymiary sie zgadzaja). Pokaz tez wlasno$é odwrotna: jesli M spelnia wlasnosé (**) dla
kazdych U,V , to M jest symetryczna.
Wywnioskuj z tego, ze jesli A 7$ N sa roznyml warto$ciami wlasnymi macierzy symetrycznej M o wek-
torach wlasnych V oraz U toV. U= 0, tj. ViU sg prostopadte.
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Zadanie 6. Udowodnij nieréwnosé
U-VI<|U]-[VI
dla U,V € R".
W miare mozliwosci w inny sposéb niz na wykladzie.
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Zadanie 7; I{dowodnij, ze w przestrzeni R" ze standardowym iloczynem skalarnym dla dowolnej pary
wektoréw U,V zachodzi . . L o
wi=vl = U-V)LU+V).
Zinterpretuj ten fakt jako stwierdzenie: ,,przekatne rownolegtoboku sa prostopadie wtedy i tylko wtedy,
gdy réwnoleglobok ten jest rombem”.
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Zadanie 8. Dla podanych ponizej ukladéw wektoréw podaj bazy dopelnien ortogonalnych przestrzeni linio-
wych przez nie generowanych:

e [1,0,1]7,12,3,1]7 nad R;

« [1,0,1,0],]0,1,0,1] nad Zo;

e [1,0,2] nad Zs.
Uwaga: w przestrzeniach Z; dopelnienie ortogonalne W+ moze nie by¢ rozlaczne z W, moze nawet zacho-
dzié réwnoéé W = W.
Zadanie 9. Niech V1,Vy < ", rozpatrzmy standardowy iloczyn skalarny (na F™). Pokaz, ze:

e Vi <Vy < Vi >Vy,

o (Vi+ Vo)t =v{nvg,

o (ViNVy)t =V{ +Vy.

Zadanie 10 (* nie liczy sie do podstawy, cho¢ nietrudne). Pokaz, ze dla kazdego kodu liniowego istnieje kod
mu réwnowazmy, ktéry ma kodowanie systematyczne, tj. ma macierz generatoréw postaci:
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Zadanie 11. Rozpatrzmy przestrzen liniowa wielomianéw o wspotczynnikach rzeczywistych stopnia najwyzej
3. Zdefiniujmy iloczyn skalarny jako
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(p,q) = /_11 p(z)g(x)dx .

Oblicz iloczyny skalarne (2%, 27) dla 0 <i < j < 3.



