Lista 10

Zadanie 1 (Macierz Grama). Zdefiniujmy macierz Grama ukladu wektoréw {¢,..., 0} w przestrzeni Eu-
klidesowej V wymiaru k jako

G({v1,...,0%}) = (U5, 05))ij=1,.k -

Niech B = by, ..., by, bedzie bazg ortonormalna V. Zdefiniujmy macierz A = [(%1)5 ]| (%2)5] ... | (@k)5], t-
macierz, ktérej j-ta kolumna to wektor z R" bedacy wyrazeniem ¢; w bazie B. Pokaz, ze

G({Th,...,0}) = ATA |

Korzystajac z tej reprezentacji udowodnij, ze
o det(G({?1,...,Tk})) jest nieujemny
o det(G({?1,...,U})) =0 wtedy i tylko wtedy, gdy {¥1,...,Ux} jest liniowo zalezny.

Komentarz: Zatozenie, ze wymiar przestrzeni i liczba wektoréw w uktadzie sa takie sama nie jest potrzebne,
ale utlatwia rachunki.

Zadanie 2 (Nieréwnos$¢ Bessela; rownos¢ Parsevala). Niech {é1,...,é;} beda ukladem ortonormalnym (nie
zakladamy, ze jest baza). Pokaz, ze dla dowolnego wektora o
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i=1
Co wiecej, {€1,...,€x} jest baza wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdego ¢ zachodzi réwnosé.

Zadanie 3. Zdefiniujmy iloczyn skalarny na przestrzeni wielomianéw jako

(g,h) = ;/_11 g(z)h(z)dz .

Dokonaj ortonormalizacji (dowolnej) bazy przestrzeni wielomianéw stopnia nie wiekszego niz 2.
Zrzutuj prostopadle na ta przestrzeii wielomiany 23 oraz a2 — 2% + x — 1.
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Zadanie 4. Zortonormalizuj a nnastepnie uzupetnij do bazy ortonormalnej podane uktady wektoréw:

(% ! 17%); (%a%a*%aié)a
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Zadanie 5. Pokaz, ze ,rzut prostopadly nie zwieksza dlugosci”: niech P bedzie rzutem prostopadlym na
W < V. Wtedy dla kazdego v € V zachodzi

12 12 12
1917 = [|[P]]” + [Jv — P
5] > || P3|

i réwnoéé¢ w drugim przypadku zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy v € W.

Zadanie 6. Niech V bedzie przestrzenig Euklidesowa, za$ A jej baza. Pokaz, ze jesli baza B powstaje z bazy
A przez ortonormalizacje Grama-Schmidta, to Mpa i Map sa macierzami gérnotréjkatnymi.

Zadanie 7. Pokaz, ze nastepujace przeksztalcenia sg izometriami.
e obrét o kat « na ptaszczyznie;
o zamiana jednej ze wspélrzednych (w bazie ortonormalnej) na przeciwna;
o w R? symetria wzgledem prostej;

o w R3 symetria wzgledem plaszczyzny.

Zadanie 8. Udowodnij, ze zlozenie izometrii jest izometria.



Zadanie 9. Udowodnij, ze jesli M jest macierza ortogonalna, to det(M) € {—1,1}. Wywnioskuj z tego, ze
jesli F jest izometria, to det F' € {—1,1}.

Zadanie 10. Pokaz, ze macierze ortogonalne sa zamkniete na mnozenie, transpozycje i branie macierzy
odwrotnej. Tj. jesli A, B sa ortogonalne (i tego samego rozmiaru), to réwniez AB, AT, A~! sy ortogonalne.

Zadanie 11 (Nieréwno$¢ Hadamarda; * nie liczy sie do podstawy). Niech M = [C}|-- - |C,] bedzie macierza
kwadratowa o kolumnach C1,...,C),. Pokaz, ze

|det(M)] < TTIICH]
1=1

(gdzie || - || to dlugo$¢ w standardowym iloczynie skalarnym) i ze réwnosé zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy

Ci,...,C, sa ukladem ortogonalnym.
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