Algebra 2023/24 — Egzamin cze$¢ 1
Czas: 180 minut.
Wszystkie Zadania D1-D6 nalezy odda¢ na jednej, podpisanej nrem indeksu kartce. Punktacja: po 3 punkty.
Wszystkie Zadania W1-W6 nalezy oddaé na jednej, podpisanej nrem indeksu kartce. Punktacja: po 3 punkty.

Kazde Zadanie T1 — T5 nalezy odda¢ na osobnej, podpisanej nrem indeksu kartce. Rozwiazanie powinno zawiera¢
zwiezly opis dokonywanych operacji oraz kroki posrednie obliczen. Punktacja: po 10 punktéw.

Osoby zaliczajace réznice programowe: zadania D5, D6, W5, W6, T4, T5; czas: 75 minut.

Zadanie D1. Co to znaczy, ze uklad wektoréw U C V w przestrzeni liniowej V nad cialem F rozpina podprzestrzen
W? Co to znaczy, ze U jest niezalezny, a co, ze U jest bazg V? Co to jest wymiar przestrzeni liniowej?

Zadanie D2. Dla macierzy M, jak sg zdefiniowane: wartos¢ wlasna, wektor wlasny, wielomian charakterystyczny?

Zadanie D3. Niech f, g € R[x] beda wielomianami o wspdlczynnikach z ciala R. Co to znaczy, ze f dzieli g7 Podaj
definicje najwiekszego wspdlnego dzielnika dzielnika f,g.

Zadanie D4. Jak jest zdefiniowany standardowy iloczyn skalarny, dla jakich przestrzeni mozna go tak zdefiniowac?
Jak jest zdefiniowany ogolny iloczyn skalarny, dla jakich przestrzeni mozna go tak zdefiniowac?

Zadanie D5. Co to jest rzad permutacji? Co to jest cykl? Co to znaczy, ze permutacja jest parzysta (definicja, nie
spos6b obliczania)?

Zadanie D6. Jakie dwie operacje sa zdefiniowane w pierscieniu, jakie majg wtasnosci? Co to znaczy, ze pierscien jest
z jednoscia, a co, ze przemienny? Co dodatkowo musi spelnia¢ pierécien, by byt ciatem?

Zadanie W1. Co umiesz powiedzieé¢ o rzedzie obrazu przeksztalcenia liniowego i wymiarze jego jadra w poréwnaniu
z wymiarami dziedziny i przeciwdziedziny? Jak rzad zlozenia dwdch przeksztalcen liniowych ma sie do rzedéw tych
przeksztalcenn? Jaka jest zaleznoéé miedzy rzedem macierzy M i M7T?

Zadanie W2. Dla ukladu réwnait MX = B , okresl, kiedy ma on rozwiazanie (uzywajac M, g), podaj charakteryzacje
zbioru rozwigzan (uzywajac M). Co wiecej umiesz powiedzieé, jesli uklad jest kwadratowy, a macierz odwracalna?

Zadanie W3. Niech B, C beda bazami V nad cialem F, a G, H : V — V przeksztalceniami liniowymi, zas a € F. Co
umiesz powiedzie¢ o Mpc(G+ H), Mpc(aG), Mpc(G)-Mcp(H)? Zalézmy dodatkowo, ze B jest baza ortonormalnag
V; dla (ogélnego) iloczynu skalarnego (-, -) : V — V: podaj wzér na Mpp(G);j; co umiesz powiedzie¢ o (@) - (¥)p dla
wektorow i, v € V?

Zadanie W4. Podaj znane Ci warunki konieczne i dostateczne na to, by macierz byla dodatnio okreslona (byly 4
istotnie rézne). Chodzi zaréwno o definicje jak i o alternatywne charakteryzacje.

Zadanie W5. Jakie znasz wlasnosci orbit (w tym liczby orbit), a jakie stabilizatora? Jaka zalezno$é spelniaja orbita
i stabilizator elementu?
Zadanie W6. Jakie znasz wlasnosci funkcji ¢ Eulera, tj. jak ja mozna policzyé, co mozna policzy¢ uzywajac jej?
Zadanie T1. Podaj bazy jadra i obrazu macierzy:
-3 -1 -2 3 -3
-1 1 1 0 1
o 2 1 1 0
1 0 1 =2 2

Zadanie T2. Ile rozwigzan ma ponizszy uklad rownan nad R w zalezno$ci od wartoéci parametru A € R?

Ar 42y +Az = 1
3z +3y +(A+1)z = 2
5 +4y +3z = 3

Zadanie T3. Zortonormalizuj ponizszy uktad wektoréw z R* a nastepnie uzupelnij go do bazy ortonormalnej.
(2,2,0,—1)7,(10,4,0,1)7, (-=2,10,1, —11)"
Zadanie T4. Oblicz najwiekszy wspélny dzielnik ponizszych wielomianéw f, g € R[z] o wspdlezynnikach z ciala R.
Przedstaw go jako kombinacje postaci af + bg dla pewnych wielomianéw a,b € R[z| o wspdlczynnikach z ciala R.
f=a"—a5+22° +23+2%+1 ,

g:x5—x4+:p3 .



Zadanie T5. Dane sa permutacje:

Oblicz permutacje

1

Podaj p~*, rozklad p na cykle rozlaczne, rzad p i parzysto$¢ p (jako permutacji).



