Algebra 2023 /24 — Egzamin Poprawkowy
Czas: 180 minut.

Wszystkie Zadania D1-D6 nalezy odda¢ na jednej, podpisanej nrem indeksu kartce. Punktacja: po 3 punkty.
Wszystkie Zadania W1-W6 nalezy oddaé na jednej, podpisanej nrem indeksu kartce. Punktacja: po 3 punkty.
Kazde Zadanie T1-T5 nalezy odda¢ na osobnej, podpisanej nrem indeksu kartce. Rozwigzanie powinno zawierac
zwiezty opis dokonywanych operacji oraz kroki posrednie obliczen. Punktacja: po 10 punktéw.

Osoby zaliczajace réznice programowe: zadania D5, D6, W5, W6, T4, T5; czas: 75 minut (lub calo$¢ egzaminu,
tak samo jak na gléwnym egzaminie).

Zadanie D1. Dla danej przestrzeni liniowej V nad cialem F co to znaczy, ze W jest jej podprzestrzenia? Dla zbioru
wektoréow U C V jak jest zdefiniowane LIN(U)? Dla W, W' < V podprzestrzeni V jak jest zdefiniowana ich suma
W+ W'?

Zadanie D2. Co to znaczy, ze przeksztalcenie L jest liniowe? Jak jest zdefiniowany obraz, a jak jadro przeksztalcenia
liniowego? Dla danej macierzy M, czym jest odpowiadajace jej przeksztalcenie liniowe?

Zadanie D 3. Dla dwéch skoriczenie wymiarowych przestrzeni liniowych V,V’ nad cialem F oraz ich baz B, B’ i
przeksztalcenia liniowego F : V — V' jak jest zdefiniowana macierz przeksztalcenia F' wyrazona w bazach B, B'?
Jesli B, B” sa skoriczonymi bazami V| to jak jest zdefiniowana macierz zmiany bazy z B w B”?

Zadanie D4. Jak jest zdefiniowane dopelnienie ortogonalne zbioru wektoréw U C V z przestrzeni V (dla standar-
dowego 1 ogdlnego iloczynu skalarnego)? Jak jest zdefiniowany rzut prostopadly wektora v € V z przestrzeni V na
podprzestrzen W <V (dla ogélnego iloczynu skalarnego)?

Zadanie D5. Niech H < G bedzie podgrupa G. Jak sa zdefiniowane warstwy H w G?
Niech grupa G dziata na zbiorze C. Dla danego elementu ¢ € C jak jest zdefiniowany stabilizator ¢? Jak jest
zdefiniowana orbita ¢?

Zadanie D6. Jak jest zdefiniowane dzielenie wielomianéw? Co to znaczy, ze wielomian f dzieli wielomian g? Co to
znaczy, ze wielomian f jest nierozktadalny?

Zadanie W1. Wymiei znane Ci warunki na to, ze U jest zbiorem liniowo zaleznym (warunki z definicji i pokazane
wlasnosci).

Zadanie W2. Jaka jest zalezno$¢é miedzy krotnoscig algebraiczng a geometryczng danej wartosci wlasnej macierzy M
rozmiaru n X n?

Dla wartosci wlasnej A niech V) bedzie przestrzenia liniowa wektoréw wlasnych dla tej wartosci wtasnej. Co umiesz
powiedzie¢ o Vy i Vy dla A # XN? Co umiesz powiedzie¢ o sumie (po réznych wartosciach wlasnych) wymiaréw
przestrzeni V7?7

Zadanie W3. Niech W <V bedzie podprzestrzenia przestrzeni liniowej V nad R z ogélnym iloczynem skalarnym
Co umiesz powiedzie¢ o: dim(W+); WL NW; W+ + W; (W+)+?
Zadanie W4. Niech L, L’ : V — V beda izometriami. Ktére z przeksztalceni tez sa izometriami: —L, 3L, L', LoL’, L+

L, %(L + L')? Co umiesz powiedzie¢ o det L? Jedli B jest baza ortogonalna, to co umiesz powiedzie¢ o Mpp(L)?

Zadanie W5. Ile wynosi rzad cyklu dtugoéci k7 Jak policzy¢ rzad permutacji znajac jej rozktad na cykle roztaczne?
Co umiesz powiedzieé¢ o rzedach permutacji o i 0~? Jak maja sie do siebie rzad elementu i rzad grupy? Co umiesz
powiedzie¢ o rzedzie H < G w stosunku do rzedu G?

Zadanie W6. Podaj znane Ci twierdzenia dotyczace podzielnosci przez wielomian nierozkladalny. Podaj znane Ci
twierdzenia dotyczace podzielnoéci przez wielomiany nierozkladalne, ktérych najwiekszy wspélny dzielnik jest stala.
Co umiesz powiedzie¢ o podzielnosci wielomianu przez jednomian (x — a)?

Zadanie T1. Oblicz macierz odwrotna do ponizszej macierzy (o elementach rzeczywistych).

2 2 -1 00
1 -1 -1 0 0
-1 -2 1 0 0
0 0 0 5 2
0 0 0 21



Zadanie T2. Dla ponizszej macierzy liczb rzeczywistych oblicz jej wartosci wlasne, podaj ich krotnosci geometryczne
i algebraiczne.

-1 0 0 0
0 2 -3 3
0 -1 0 2
0o -1 1 1

Zadanie T3. Rozwazmy przestrzein W = LIN((0, 3,0, —-3)7,(0,5,0,1)T) < R*. Podaj dowolna baze ortonormalna W.
Podaj dowolng baze ortonormalna W+. Zrzutuj prostopadle wektor (1,6,3, —2)T na W i na W+ .

Zadanie T4. Podaj liczbe catkowita n spetniajacg uklad réwnan

n mod 555 = 337
n mod 241 =211

Liczbe mozesz podaé jako wyrazenie arytmetyczne, tj. przyktadowo 34 - 72 — 51 - 23.

Zadanie T5. Budujemy naszyjnik z 6 korali, korale sa dwéch typoéw: biale z jednej strony i czarne z drugiej lub
czerwone z jednej i niebieskie z drugiej. Kazdy koral w naszyjniku jest widoczny z dokladnie jednej strony, tzn. sa
4 mozliwe kolory. Naszyjniki uznajemy za nierozréoznialne, jesli jeden mozna przeksztatci¢ na drugi przez obrét lub
symetrie (tj. ,przewrdcenia na druga strone”), przy czym przy symetrii kazdy koral nie tylko zmienia miejsce, ale
tez kolor na ten po drugiej stronie: przyktadowo, caly bialy naszyjnik po symetrii staje sie caly czarny.

Ile jest rozréznialnych naszyjnikéw? Mozesz podaé wynik jako wyrazenie arytmetyczne.

Nie musisz uzasadniaé, ze powyzsze okreslenie jest dobrze zdefiniowanym dzialaniem odpowiedniej grupy.



